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NONLINEAR ANALYSIS

Lamberto Cesari
Department of Mathematics
The University of Michigan

Ann Arbor, Michigan, U.S .A.

We present here outlines of a series of research papers in non-

linear analysis, all centered on the concept of bifurcation equation,

and mostly relying on methods and ideas of functional analysis.

While we do not claim comp~eteness, we attempt to give a fair view

on relevant t-rends in the field. In each of the following short

presentations we list a few bibliographical references.
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I . PERTURBATION PROBLEMS FOR PERIODIC SOLUTIONS OF
ORD I NARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

The approach described below for the problems under consider-

ation was developed i n the years 1952-60 and was later framed in the

gen er a l me t hod we wi l l describe in Part III. Ne ver t he l e s s the re-

suUs obtai ned by this appr oach and the detailed technique which was

cor r e spond i ngl y deve l oped required a presentat ion of their own.

Let us cons ider a sys tem of ordinary differential equations of

t he f orm

dU/dt A(E)U + E f ( t , u , E) , ( 1)

wher e c is a small parameter , A is a n nxn real or c ompl ex cons t ant

ma t r i x whose e l emen t s may depend on E, u = col( u
l,

.. . ,u ),
n .

f co l ( f
l

, ... ,f
n

), and f ( t ,u, E) is pe r i odic in t of s ome period

1. = ?rr/ m, or i s i ndepende nt of t, and t he n ( 1) i s autonomuos and L

i s arbitr ary . I ns t ead of (1) ~e may cons i der t he analogous system

du/ dt ME) U + E f( t , u ,E ) + r re) , ( i : )

,her e Fit) i s a gi ven pe r i odi c f unc ti on of t. We are inte~~ sted in

the possible per iodi c so l ut ions of sys t em ( 1) , or ( I ' ) . They are

s ome t i me s ca l l ed pe r i odic osci llati ons , and indeed, t hey r epresen t

ac t ua l oscillatory phenomena of cor re spond i ng phys ica l sys t ems . The
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periodic solutions of system (1), when this is autonomous, are often

called cycles.

System (1) is often thought of as a perturbation of the linear

system with constant coefficients dU/dt = A(O)u. Its periodic

solutions, .i f any, may have large amplitude, even if E is small.

The term F(t) in (1')' is often denoted as a "large" forcing term.

Systems (1) and (1') (for E f 0) are not any easier to handle

because E is "smalL" The phenomena which (1) and (1') may repre­

sent (resonance, nonresonance, harmonic oscillations, subharmonic,

higher harmonics, cycles' frequency depending on E for autonomous

systems, entrainement of frequency, or locking of frequency, sta­

bility of the corresponding solutions) are varied and complex

(cfr., e.g., L. Cesari [10] for some references).

We shall now mention briefly a simple process for the deter­

mination and study of periodic solutions of systems ·(1), or (1'),

and some of the related phenomena. In Part III we shall frame this

process in a general method for boundary value problems.

To begin with, let us first consider the case of a system (1)

with A = 0, or

du/dt E f(t,u,E) , u ( 2)
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where f(t,u,E)"= (fl, .•• ,fn) is, say, defined, continuous and peri­

odic in t of period L = 2rr/ro in the · domain -00 < t < +00, lui ~ R,

lEI ~ Eo' for some R, Eo> O.

Let S denote the space of all cont i nuous vector functions

~(t) = (~l""'~n) periodic of period L, and let us~a~e in S the

uniform topology.

denote the mean value of~. Thus, ~ is the constant vector whose

components ~j are the mean values of the components ~j of~. Also,

P can be thought of as an operator P: S ·. S, and as such P is

l inear, idempotent (that is, PP = p), and is a projector operator.

Let c = (cl, ••• ,c
n)

denote any arbitrary constant vector with

Icl ~ r < R, j = l, ••• ,n, for some fixed r, 0 < r < R. Lets
c

denote the set ofall~ES,~= (~l""'~n) with ~ = c and 1~(t)1 <

R. We consider now the transformation ~ = ~ defined for every

~€S by
c

~(t) c + E J[f(T,~(T),E) - m]dT ,

Here m is the mean value of the periodic function f(T,~(T),E);

hence, f(T,~(T),E) - m has mean value zero, and J in (3) denotes

the unique primitive periodic of period L and mean value zero, so
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t ha t 1\1 ES, P1\1 = c .

Since Icl<r<R, it is easily seen that, for lEI sufficiently

small, we also have 11\I(t) I S R, and thus T: S ~ S. It is easily
c C

seen a l s o t ha t S is a convex subse t of S, a nd tha t T(S ) is com-
e c

pac t. By Schauder fixed point theorem t here i s , therefore, at least

one element UES whi ch is transformed by T in~o itself, that is, a
c

f i xed element u = Tu of T, asy U( t; c, E). Rilation ( 3) for ~ = 1\1

u, shows t hat u i s a solution of the modi f ied differential system

dU/dt E[f( t,u,E:) - m] , m Pf( t,u( t ) ,E:) •

Moreover, if we as sume that f(t,u, E) is Lipschitzian with respect to

u in the domain -00 < t < +00, lui s R, lEI S Eo' then, again for

lsi sufficiently small, T is a contractio, and thus the fixed

element u = Tu is unique a nd depends continuously on c and E.

The Guestion remains as to whether, again for lEI sufficiently

small, we can determine c = (cl' ..• 'cn) = C(E), Icl S r, so that

The equation m = 0, or m. = 0, j = l, ••• ,n,
J

is a first instance of what we shall denote the bifurcation equa-

tion, or determining equation. If C(E) is any solution of the

bifurcation equation m = 0, then U( t , C( E) , E) is a peri odic solution

of the or igina l differe ntial syste m ( 2) .
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For this process and "var i ous modifications, one of which is

mention~d below, we refer to L. Cesari [6]. A linear version of

it was proposed by Cesari in [5], and variants and applications

have been discussed by R. Gambill and J. K. Hale [17]. As men-

tioned, we shall see in Part III a more general process for boundary

value problems.

Let us consider a periodic system (1) of period T = 2rr/w of

which we want to determine solutions of some period in rational

ratio with T. Let P , ••• ,p denote the n eigenvalues of A (Which
1 n

in general depend on E), and let us separate those Pl, ••• ,P
v

which,

~s E+O, approach purely imaginary numbers P.(O) = iT = ia,w/b .,
J j J J

j = l, ••• ,v, a., b integers, b. > 0, a. ? 0, from those P l' ••• 'P
J j J J < v+ n

whose limits as E+O are complex or real numbers different from any

>number iaa!bo' bo = bl ..• bv' a integer, a <O. Here v denote any

integer 0 ~ v ~ n, and the case v = 0 is particularly simple, and

we shall not discuss it here. Correspondingly, we can reduce A

in (1) to the form diag(A ,A ), A with eigenvalues Pl' ••• 'p , A
1 2 1 v 2

with eigenvalues P l' ••• 'P. To simplify the present expositiony+ n

we assume that all roots Pl, ••• ,P
n

are simple, so that we can

reduce A in (1) to the diagonal form A = diag(Pl, ••• ,P
n).

We shall

denote by B the analogous matrix B = diag(iTl,···,iTy' Py+l' •.• 'Pn).
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Let S denote the space of all continuous vector functions

cp(t) = (cp , ••• ,cp) periodic 'of period 2b n!ro, and let us take in S
j 1 n 0

the uniform topology. Let P be defined now by Fcp = (Fcpl""'Fcpy'

0, ••. ,0). For the sake of simplicity let us assume here that f(t,u,

E) is defined, continuous, and periodic in t of period L = 2~/ro, in

the domain -00 < t < +00, lui ~ R, lEI ~ Eo for some R, Eo > 0. Let

c = (cl""'c ,0, •.. ,0) denote any constant vector (with c , .•• ,c f
v 1 v

I iTlt iwt
0) and [c ~ r < R. Let z(t) (cle , ••• ,cye ,0, ..• ,0). Let

. -BtSc denote the set of all CPES, cP = (CP1, ••• ,CPn) w~th P(e ~) = c and

Icp(t) I ~ R, so that ZES. We consider now the transformation W = ~
c

defined for every CPES by
. c

w( t)
Bt -BT .

z(t) + E e Ie [f(T,cp(T),E) - Dcp(T)]dT ,

( 4)

D diag(d , ••• ,d ,0, ... ,0)
1 v

Dc
-BT

P[e f(T,cp(T),E)]

It has been shown in [6] that it is possible to choose the primi-

. -Bt -Bt
tives in (4) so that W is periodic, WES, P[e W] = P[e z] = c.

Since Icl ~ r < R, it can be proved (cfr~ [6]) that, for lEI

sufficiently small, we also have Iw(t)1 ~ R, and thus T: S .. S •
c c

It can also be proved (cfr. [6]) that S is a convex subset of S,
c

and that T(S ) is compact. By Schauder fixed point theorem there
c

is, therefore, at least one fixed element UES , U = Tu, say
c
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U(t;c,E). Relation (4) for ~ = W

the modified differential system

u shows that u is a solution of

dU/dt

Dc

D

(B - E D)u + E f(t,u,E) ,

-Bt
PEe f(t,u(t),E)],

Again as before, if we assume that f(t,u,E) is Lipschitzian with

respect to u in the domain -00 < t < +00, [u I < R, lei < E , then,
- 0

for lEI sufficiently small, the map T: s + S is a contraction
c c

( cfr. [6]), and thus the fixed point u = Tu in S is unique, and it
c

can be proved to depend continuously uponc and E.

The question remains as to whether, again for lEI sufficiently

small, we can determine c = (cl""'c ,0, ••• ,0) = c (e), [c ] < r, sov -

thatBJ ED = A, that is,

j = l, ••• ,v •

The equation B - e D = A is the bifurcation or determini~~quation.

If C(E) is any solution of the bifuration equation, Ic(e)! < r, then

U(t,C(E),E) is a periodic solution of the original differential

system (1).
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The argument above remains the same for autonomous systems,

with the difference that now (I) = 0:.( e) is among the unknowns in

solving the bifurcation equation, and, on the other hand, the phase

in the solutions must remain undetermined, so that v is still the

number of essential unknowns.

Under sole conditions of continuity the existence of solutions

to the bifurcation equation, and hence to the original problem, can

be assured by the use of the concept of topological degree and of

fixed point theorems. Actually, the following statement byC. Miranda

has been shown to be relevant [6J. It is an equivalent form of

Brouwer's fixed point theorem. This statement concerns vector

valued continuous functions F(Z)=(Fl, .•• ,F
n)

defined on an interval

C = [z

i
opposite signs on each of the sides Z = + R. of C, then there is at- ~

least one point Z€C where F(z) = a (c. Miranda, Boll. Un. Mat. Ital.

3, 1941, 5-7).

For the case v = 1, which is the most usual one, much less is

needed, since then the bifurcation equation reduces to a single

quation in one real variable, and all is reduced to the verifica-

tion that a function F(z) of the real variable Z has opposite signs

at the end points of the interval [-R,RJ.
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For any v ~ land f smooth, much.~ore elementary considerations

based on the implicit function theorem of calculus lead to simple

and practical criteria for the existence and determination of

C = C(E) for lEI small •

. The following theorem (cfr. (6]), corresponding to the case

v = 1, is a particularly simple statement for autonomous systems

which can be derived from the above process.

Let us consider the system of first and second order differ-

ential equations

s"
2

E f1(y,y' ,E)
1 + °lYl

y': + 2a y 2
E fj(Y,y' ,E) j 2, ••• ,1l , ( 5)+ol·

J j j . J

y': + ~jYj = E f.(y,y' ,E) , j Il + 1, ••• ,n,
J J

where y = (y , ••• ,y ), y' = (Y1', ••• ,Y'), f = (f , ••• ,f ), 1 =
1 n 1..1 1 n

v ~ 1..1 ~ n, where 0j(E), aj(E), ~j(E) are real continuous functions

of E (or constants), 0 ~ E ~ Eo, and 0j(O) > 0, j = 1, ••• ,1..1,

0, j = ~ + 1, ••• ,n, and either aj(o) r 0,~/O) r
0j(O) ¥ 0 (mod 01(0)), j = 2, ••• ,1..1. We assume

or a (0) = 0,
j

a·= b = 1, ° (0) =
1

ill = T and c is now a scalar. We assume that f(y,y',E) is
o 1

Lipschitzian in y,y' and continuous with respect to E for
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/Y/ _< R, /y' I_<R, O< c < c. Forwl<w< w ,O < r <A'<
o 0 - - 0 2 1 -

"\ < A" < < R L
f\ r 2 ' 24 w, let

p( A,W)

( 1. i)

P(A ,w )
o 0

( LA)- l J~ fl ( Aw-lsinwt , o, ... ,O, Acoswt, o, ... ,o ;O)coswt dt .

If for some w 1 < w < w , A' < A < A", we have
o 0 0 2 0

0 , and p( A',W ) , p(A", W) have opposite signs , then
o 0

t her e is an c l > °such that f or every c, °S c S c
l

system ( 5)

has a t l ea s t one pe r i odi c soluti on of the form

-1
A( E)w (E) si~ E)( t+6) + O( c) ,

o( E) , j 2 , • •• ,n ,

for conveni ent 0:.(E) E[W l'w ], A( E) E[A' ,A" ] , 0:.( 0 ) = wo' A( O) A ,
o ~ 0

and the phase e i s of course a r bi t rary .

For de t a ils and proofs of this and ot he r general existence

t heor ems and cri teria for periodic sol ut i ons for systems ( 1) , peri-

odi c , or autonomous, we refer t o Cesar i [6]. See also [6] f or ex-

tens i ons to types of linea r sys t ems mor e gen era l than (1), ex t en-

s i ons t o t he ca se wher e f sat isfies weaker forms of the Li pschi tz

condi t i on, and extens ions to quasi periodic solutions.

For sys tems (1' ) containing a large f orcing t erm F(t )

(F , ••• ,F ) , say F periodic of period .L = 2rr/ w (F l arge in t he sense
1 n
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that it does not vanish with E), the existence of perturbation-type

-Btsolutions requires in general thatP[e F(t)] = O. In this situ-

ation, the linear system u' = A(O)u has a periodic solution U(t),

and the change of variables u = U(t) + v transforms the nonlinear

system (1') into an analogous system (1) without forcing term.

In the discussion above the case v = 0 is rather elementary,

and the determination of periodic solutions for the nonlinear

Qase does not require the analysis of bifurcation equations.

If we consider z(t) as the oth approximation zO(t) of the

n+l
periodic solution of system (1), then the iterated scheme z

n
Tz , n 0,1, • •• , can be used in combination with the equation

B - ED A to get successive approximations of the functions c

c(e) and of the periodic solution U(t,C(E),E) for lei sufficiently

small. Preliminary work has been done by J. K. Hale and R. Gambill

[14-17,19-24] who studied in detail this method of successive

approximations and discussed many applications of this method

(cfr. particularly [17]). A relevant improvement in the method of

successive approximations has been proposed recently by C. Banfi and

G. Casadei [2-4].

The case where the matrix A in system (1) has multiple eigen-

values has been studied in detail by C. Imaz [30] by the approach

described above.
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As mentioned, J. ~ . Hale and R. A. Gambill ,discussed i n [17J

grea t many examples by the me t hod above: e .g., t he autonomous

van der Pol equati on

u" + U
2

e( l-u )u '

the nonlinear Mathieu equati on wi t h large forcing term

2u" + 0 U A c os2wt + ( Excos 2rot + Cu3)

t he van der Pol equation wi th mi l d forcing t erm:

2
u " + 0 U

2
E(l- u )u' + e p~os(rot + ex)

t he gene ralized van der Pol equa tion .

2
u" + 0 U e(1_u

2m
) U' + E pacos(rot + ex) ,

wi th m i nte ger and l a r ge (almost square characteristic func tion);

t he sys t err. of t wo nonlinear Ma t hi eu equations

u"
2

+ °lu

v"
2

+ °2v

3 2e( Au -;. Bu cos t + Cu + Duv ) ,

3 2
E(Ev + Fy cos t + Gv + Hu v)

the autonomous sys t em of two no~linear equa tions
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II ( 2 2) ,u + u - E l-u -v u

II (2 2) ,v + 2v - E l-u -v v

with

fl( - u, v, v ')

For i ns t ance, t he latter sys tem has, for lEI sufficiently small, t wo

cycle s gi ven by

u

and

~sin(rot + ~) + a(E)

2 + a(E) ,

v = a( E) ,

1 + aCe:) ,

u a( e:) v = ~sin(rot + ~) + a(e:)

1/2
2 + a( E) , 1/2

ro = 2 + a(e:)

J. K. Hale [21,24] proved! by the same method above, the existence

of families of periodic solutions and 01 cycles for systems (1)

under suitable symmetry relations .
I

af a number of Hale's theorems concerning families of periodic

sol utions of systems (1), we report here only one concerning autono-

mous systems (under sole Lipschitz hypotheses as proved in [6]).

This theorem guarantees the existence of a (n - ~ + 2)-parameter

family of per i odi c solutions (cycles) .
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Let us consider the autonomous system

2y" + a y
j j j

y'
j

j

j

1, •.• ,~ ,

~+l, ••• ,n, (6)

Lipschitzian with respect

!y' I ~ R, 0 < E ~ Eo.

= (Yl', ••• ,y'), f = (fl, ••• ,f ), where f is
~ . n l

to y, y' and continuous in E for Iyl ~ R,

( I ..ii) Let us assume, for f 1 only, that

and that either all f
j

, j = l, ••• ,n, are odd in (Yl' ••• 'y~), or f l

is even and f 2, ••• ,fn are odd in (Y2' ••• 'Y~,Y~). Suppose aleE) > 0,

j = l, ••• ,~, are continuous functions of E (or constants), with

Take ill = 0
1

( 0) , and let r be
o 2

any number 0 < r
2

< R. Then there exists an El, 0 < El < Eo' such

that~ for all E, Al, ~ , ••• ,~ , 0 < Al, ~l' ••• '~ < r 2, 0 < E <
, 1 n-IJ. n-~ -

E
l,

system (6) has a real periodic solution of the form
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j 2, ••• ,~

j ~ + l, ..• ,n

where Yl is odd or even in t, Y2' ••• 'Y are odd, y , ••• ,y are
~ ~+l n

even, where ill = ~e,Al,T}l, ••• ,T} ) is a continuous function of the
n-~

same parameters, ill = ill for E = 0, and t can be replaced by t + e,
o

the phase e being arbitrary.

The following examples, all derived from the statement above or

by analogous theorems (cfr. [21,24,6]), may illustrate the situa-

tion. For instance the simple equation

u" + u ef( U,U') ,

with f(O,O) = 0, and either f(u,-u) = f(u,u'), or f(-u,u') =
-1

-f(u,u'), h~s a family of cycles of the form u = Aill COS(illt + ~) +

-1
O(e), or u = AID sin(rot + ~) + O(e), with ill = ~A,e) = 1 + o(e), A,

~ arbitr~, lei sufficiently small. We may take for instance

2 '2
f = u + u + U , or f = luI + lu'l, or f = lulu'. As another

example we may consider the system

u" + U e( 1.-1 v'l)u' , v" + 2v = e(l-Iul)v' ,
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which has two families of cycles respectively of the forms

-1
u = A(I) cos«(I)t + ~) + O(e)

(I) c.r( A,e) = 1 + o( e) ,

v 0( e) ,

and
u = O( e) ,

-1
v = Am cos(~ + ~) + o(e) ,

(I) c.r(A,e)
1/2

= 2 + o( e) ,

A, • arbitrary, lei sufficiently small.

As a further example let us consider the third ' order equation

uti, 2 ,
+ cr U Ef(u,u',u",e) ,

where f(u,-u',u",e) .= -f(u,u',u",e). J. K. Hale proved that this

equation has a family of cycles of the form

with u(c
l,c2,e,-t)

= u(c ,e ,c,t), where crt can be replaced by
. 1 2

crt + ., cl' c2' • arbitrary, Icll, Ic2' ~ r
2

< R, and lei suffi-

ciently small. Thus, for lei sufficiently smal~, the third equation

above has a three-parameter ' family of cycles.

Also, t he question of the .asympt ot i c stability of the periodic
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solutions of system (1), and of the asymptotic orbital stabilit,y pf

cycles of autonomous systems, can be discussed by using essenti~y

the same technique, as shown in papers by Cesari [9], J. K. Hate

[20,26-28], R. A. Gambill [14-16], H. R. Bailey and R. A. Gambill

[1] •

A. Halanay in his book [18] described the method of successive

approximations mention~d above. More extensive accounts ~f the

research described in this Part I are in the books by J. K. Hale

[29] and by Cesari [10] . Finally, it should be mentioned here that

J. Mawhin, by the more general method we shall describe in Part III

for boundary value problems not necessarily of the perturbation type,

has improved some of the results for problemS of the perturbation

type which had been obtained by the present approach (see Part III

for references to Cesari's extended method and papers by Mawhin).

References for Part I

[1] H. R. Bailey and R. A. Gambill, On stability of periodic
solutions of weakly nonlinear differential equ~tion8, J. Math.
Mech. 6, 1957, 655-668.

[2] C. Banfi, Sulla determinazione delle soluzioni periodiche di
equazioni non lineari periodiche, Bo11ettino Unione Mat. Ita1.
(4) 1, 1968, 608-619.

[3] C•. Hanfi, Su un metodo di successive approsstJnazi0l?-i .per 10
studio delle soluzioni periodiche .di 'si s t emi debo1mente non

. lineari, Atti Accsd , ScI. Torino 100, 1968, 1065-1066.



- 22 -

Lamberto Cesar i

References for Part I (Continued)

[4] C. Banfi e G. Casadei, Calcolo di soluzioni periodiche di
equazioni differenziali non lineari, Calcolo, vol. 5, suppl.
1, 1968, 1-10.

[5 ]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

\
L. Cesari, Sulla stabilita delle soluzioni dei sistemi di
equazioni differenziali lineari a coefficienti periodici,
Mem. Accad. Italia (6) 11, 1941, 633-695.

L. Cesari, Existence theorems for periodic solutions of
nonlinear Lipschitzian differential systems and fixed point
theorems. Contributions to the theory of nonlinear oscil­
lations 5, 1960, 115-172 (Annals of Math. Studies, Princeton,
No. 45).

L. Cesari, Second order linear differential systems with
periodic L-intcigrable coefficients (with J. K. Hale). Riv.
Mat. Univ. Parma 5, 1954, '55-61.

L. Cesari, A new sufficient condition for periodic solution of
weakly nonlinear differential systems (with J. K. Hale).
Free. Am. Math. Soc. 8, 1957, 757-764.

L. Cesari, Boundedness of solutions of linear differential
systems with periodic coefficients (with H. R. Bailey), Arch.
Ratl. Mech. Anal. 1, 1958,' 246-271.

L. Cesari, Asymptotic behavior and stability problems in
ordinary differential equations, vii + 271. Ergebn. d. Math.,
No. 16, Springer Verlag 1959; 2d ed., 1963; 3d ed., 1971.
Russian ed , , MIR, Moscow 1964.

L. Cesari, Existence theorems for periodic solutions of
nonlinear differential systems. Symposium Differential Equa­
tions, Mexico City 1959. Boletin Soc. Mat. Mexicana 1960,
24-41.

.L. Cesari, Branching of cycles ' of autonomous nonlinear differ­
ential systems. Math. Notae Univ. Litoral, Rosario, 1, 1962,
231-247.



- 23 -

Lamberto Cesari

References for Part I (Continued)

[13] L. Cesari, Un nuovo criterio di stabilit~ per le soluzioni
delle equazioni differenziali lineari. Annali Scuola Normale
Sup. Pisa (2) 9, 1940, 163-186.

[14] R. A. Gambill, Stability criteria for linear differential
systems with periodic coefficients, Riv. Mat. Univ. Parma 5,
1954, 169-181.

[15] R. A. Gambill, Criteria for parametric instability for linear
differential systems with periodic coefficients. Riv. Mat.
Univ. Parma 6, 1955, 37-43.

[16] R. A. Gambill; A fundamental system of real solutions for
linear differential systems with periodic coefficients. Riv.
Mat. Univ. Parma 7, 1956, 311-319.

[17] R. A. Gambill and J. K. Hale, Subharmonic and ultraharmonic
solutions for weakly nonlinear systems, J. Ratl. Mech. Anal.
5, 1956, 353-398.

[18] A. Halanay, Differential Equations, Academic Press 1966,
particularly pp. 308-317.

[19] J. K. Hale, Evaluations concerning products of exponential and
periodic functions. Riv. Mat. Un. Parma 5, 1954, 63-81.

[20] J. K. Hale, On boundedness of the solutions of linear differ­
ential systems with periodic coefficients, Riv. Mat. Univ.
Parma 5, 1954, 137-167.

[21J J. K. Hale, Periodic solutions of nonlinear systems of dLffer­
ential equations, Riv. Mat. Univ. Parma 5, 1955, 281-311.

[22] J. K. Hale, On a class of linear differential equations with
periodic coefficients, Illinois J. Mat. 1, 1957, 98-104.

[23] J. K. Hale, Linear systems of first and second order differ­
ential equations with periodic coefficients. Illinois J. Math.
2, 1958, 586-591.



- 24 ' -

Lamberto Cesar i

References for Part I (Concluded)

[24] J. K. Hale, Sufficient conditions for the existence of peri­
odic soluti~ns of systems of weakly nonlinear first and second
order differential equations. J. Math. Mech. 7, 1958, 163-172.

[25] J. K. Hale, A short proof of a boundedness theorem for linear
differential systems with periodic coefficients, Arch. Ratl.
Mech. Anal. 2, 1959, 429-434.

[26] J. K. Hale, On the behaovior of the solutions of linear
periodic differential systems near resonance points. Contri­
butions to The Theory of Nonlinear Oscillations, vol. V,
pp. 55-89, Princeton Univ. Press, 1960.

[27] J. K. Hale, On the stability of periodic solutions of weakly
nonlinear periodic and autonomous differential systems,
Contributions to the Theory of Nonlinear Oscillations, vol. V,
pp. 91-113, Princeton Univ. Press, 1960.

[28] J. K. Hale, On the characteristic exponents of linear periodic
differential systems, Bol. Soc, Mat. Mexicana (2) 5, 1960,
58-66.

[29] J. K. Hale, Oscillations in Nonlinear Systems, McGraW-Hill
1963.

[30] C. Imaz, Sobre ecuaciones differenciales lineales periodicas
con un parametro pequeno, Bol. Soc. Mat. Mexicana ( 2) 6,
1961, 19-51.



- 25 -

Lamberto Cesari

II. PERIODIC SOLUTIONS OF NONLINEAR HYPERBOLIC
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Here again, as in Part I, we describe anoth~r ~spect of the

same process of which we shall see a more general form in Part III

for boundary value problems. We shall consider here the question of

the possible periodic solutions of nonlinear differential equations

of the type

u
xy

f(x,y,u,u ,u ) ,
x y

u (1)

or of the systems of nonlinear wave equations

u
xx

u
yy

f(x,y,u,u ,u ) ,
x y

u

or of other systems of nonlinear hyperbolic partial differential

equations. Here again it was shown by Cesari [1-6] that, by taking

into consideration suitably relaxed problems, it is possible t o

prove, for '.he relaxed problems, general existence theorems, unique-

ness theorems, and theorems of continuous dependence upon the data.

The solutions of these relaxed problems are then solutions of the

or i gi nal problems whenever corresponding "bifurcation equations" can

be satisfied. J. K. Hale, D. Petrovanu, G. Hecquet, and others have

further developed this kind of argument in the present context.
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As an example, 'l et us consider the problem of the solutfons

u(x, y), of sys t em (1), periodic in x of some period L in a strip

-00 < x < +00, -a :s y :s a, with a >0 suf'f'LcLerrtIy small, and f also

periodic in x of period L. Cesari [1,5] found that a suitably re-

laxed problem is of the form

u
xy

f(x,y,u,u ,u ) - m(y) ,
:x; y

m(y)
-1 L

L f
O

fdx ,

and this corresponds to the projection operator P mapping any func-

tion v(x,y) periodi~ in x of period L, into its mean value Pv with

respect to x. The solution u(x,y) of the relaxed problem is uniquely

determined by Darboux data u(x,O) = u (x), u(O,y) = v (y) + U (0),
o 0 0

v (0) = O. Criteria are then given in order that, for a given u (x),
o 0

we can determine v (y), -a < y < a, for a > 0 sufficiently small, in
o --

order that the bifurcation equation m = 0 be satisfied. One of these

criteria was actually derived in [5] from a novel implicit function

theorem of the hereditary type based on functional analysis (Cesari

[4]) •

As another example, let us consider the problem of the solutions

u(x, y), (x,y,)EE
2,

periodic in x and y of a given period L, of system

(1) with f also periOdic in x and y of the same period. Cesari [3]

found that a suitably relaxed problem is of the form
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uxy

m(y)

f(x,y,u,u ,u ) - m(y) - n(x) - ~,x y

-1 L -1 L
L fa fdx, n(y) = .... L fa fdy, ~

-2 L L
L fa fa fdxdy,

corresponding to the projection operation P mapping any doubly peri-

odic function v(x,y) into Pv, the sum of the mean values of v with

respect to x, with respect to y, and with respect to (x,y).

Let us consider more closely the last mentioned problem. Let

and let R denote the set R = E2 x [u,p,q,eEn' lui s~, Ipl S M2,

Let u (x), v (y) be periodic functions of period L, con-
o. 0

tinuous with their first derivatives u'(x), v'(y), satisfying
o 0

vo(o) = 0, luo(o)! s N, lu~(x)1 S Nl, Iv~(y)1 S N2, and let f be con­

~inuous in r with .lf(x,y,u,p,q)I S K, and

If, in addition,

2Lb
l

< 1 , 2Lb
2

< 1 , (4)

then Cesari [3] proved, by application of Schauder's fixed point,.
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theorem, that there is at least one function u(x,y,), (x,y)EE , con­
2

tin uous with u ,u,u , and periodic in x and in y of period L, suc h
x y xy

that (5) is satisfied. Moreover, if f(x,y,u,p,q) is Lipschitzian

also with respect to u of a suitable constant (not t oo l arge as de-

t ailed in [3]), then t he solutioll u( x,y) to t he relaxea problem (3)

with Darb oux data u (x), v (y) is unique, and depends continuously
o 0

on the data u (x), v ( y) (in the uniform t opologies of u,u,u and
o 0 x y

u ,v ,u',v' ). Criteria are then given in [3] in or der that sui t ­
o 0 0 0

able f unct ions u (x), v (y) can be found f or which the bifurcation
o 0

equa tions m( y) =0, n(x) =0, ~ = 0 are sati s fi ed. All t hese re-

sults are also used in [3] to deri ve analogous t heor ems and cri teri a

for t he sy s t em of nonlinear wave equations (2).

Well withi n t he frame of the present approach, A. 1(. Aziz [10],

by more stringent estimates, slightly reduced requirement (4) in t he

existence t heor em f or t he relaxed problem.

Finally, G. Hecquet (Lille, France [11]), again by t he same

gener a l process and specific use of more sui t able appr oxi mat ed sol u-

t i ons , has fu rther i mpr oved t he above result s. G. Hecquet is pre-

paring a series of papers al ong t he same l i ne s above f or mor e gen-

er al pr oblems.

We sha l l now give an ac count of J. 1(. Hal e ' s work [7], again by

t he same gener al process, concer ning doubl y pe riodic solut ions of
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systems of nonlinear wave equations

u - u = € f(x,y,u,u ,u ) ,xx yy x y

where f is periodic, say of period 2n both with respect to x and y.

Here f is assumed to satisfy f(x,y,u,p,q) = -f(x,-y,-u,':p,q), and

periodic solutions u(x,y) of period 2n with respect to x and yare

sought also satisfying u(x,y) = -u(x,-y). For given R > 0 let K

denote the set [(x,y,u,p,q)1 -00 < x,y < +00, lui + Ipl + Iql S R].

The function f is also assumed to be continuous in K with Lipschit-

zian continuous first and second partial derivatives. Let n denote

the class of all functions ~(x,y) periodic of period 2n with respect

2to x and y, ~€C. Let Wdenote the set of all functions W(x,y) of

the form t(x,y) = p(y+x) - -p(-y+x), with p(x+2n) ~ p(x), P€C 2• Then

Wen, and we shall make n a normed, space with norm 1I~1I2 in the uni-

form topology up to the 'second derivatives. Let us consider now the

operator Q:n ...W defined by

1jr(x,y) -lJ2n -lJ2n(Qq:>)(x,y) = (z«) 0 ~(s,y+x-s)ds - (21t) 0 ~(s,-y+x-s)ds

:for eV.ery ~€n. It can be proved that Q is a projector operator,

namely, Q is the projector operator mapping all ~€n into solutions

'fEW of the linear wave equation Uxx - uyy = O. J. K. Hale proved

among others the following theorem:
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(II.i) If 0 < a < R are gi ven constants, then t her e is an

E
l

> 0 such t hat , for every e l ement 1{r EW, II ljr l12 < a and each E, 1EI

< E
l,

t her e is a uni que douply pe r i odic solution u = Uljr EEQ of the

modified system

u
xx

U
yy

E f( x, y,u,u ,u ) - E Q~
x y

Her e u depends conti nuous l y on ljr and E, and u
1/f E

1/r fo r s o.

Thus u i s a doubly per i odi c solution t o t he or i gi na l non­
1/r E

l inear wave equation (5) i f and onl y i f t he element ljr EW has been s o

chosen t hat t he bifurcation equation Qf = 0 i s satisfi ed. Criteria

f or t he exi stence of elements ljr EW f or whi ch Qf = 0 are gi ven i n [7J

t ogel her with ex i s t ence t heorems as (II.i) for t he modifi ed equa t i on.

We only l i st here a f ew examples where these t heor ems and crit eria

appl y.

For ins t ance , let us consider t he nonlinear wave equa t i on

u
xx

u
yy

E[U + bu + cu3 + f (x,y)] ,
x

wher e b, c are con stants , b f 0, f i s periodi c in x and y of per i od

2n , and co nt inuous with Lipschit zi an continuous firs t and sec ond

partial derivatives. Then , f or l e i suf f ic ientl y sma l l t hi s equation

has per i odic s ol ut ions periodi c of period 2n in x and y.
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As another example let us consider the nonlinear wave equation

u
xx

u =
yy

E[_U3 + f(x, y)J,

where l' is as in the previous example, and we know in addition that

2n
h(y) = fa f(s,y-s)ds is a not identically zero odd function of y.

Then, for lEI sufficiently small, this equation has a doubly peri-

odic solution.

D. Petrovanu [8J has shown that the analysis mentioned above

for periodic solutions of system (1) can be extended to the periodic

solutions of the syst em

uxyz
f(x, y,z,u,u ,u ,u ) ,

x y z
u

with l' also periodic in x, y,z. Along the same lines D. Petrovanu

[9J has also proved existence theorems for t he relaxed problems,

both in a strip and on a torus, fo r t he periodic sol ut i ons of the

Tricomi system of equations

u
x

f (x , y , u, v ) , v
y

g(x , y, u,v) ,

u an m-vector and v an n-vec t or.
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III. A GENERAL PROCESS FOR NONLINEAR BOUNDARY. VALUE PROBLEMS

1. A Simple Application of Schauder's Fixed Point Theorem

Let S be a Banach space of elements x and norm IIxll, and l~t

P:S .... S be a continuous linear idempotent operator, that is, a pro-

jector operator in S. Thus, PP = P, and if S = P(S) is the range
o

of P, and Sl its null space, then S = So + Sl (direct sum). Let

F:S'" Sl be any given operator from S into Sl. Then PFx = 0 for

XES. In discussing functional equations in S in no. 2 below, we

shall actually encounter operators F having such property.

Let T:S .... S denote the operator T = P + F. For fixed numbers

* *c,d real, 0 < c < d, and any x ES with IIx II < c, let us consider
o

the set

* *S [xEX I Px = x ,lIxll:s d],

The following simple statements from [1] will clarify a number of

points in the next sections.

* * *(III. I. t ) If XES implies I! Fxll :s 0, c + 0 :s a, then T:S .... S •

* *Indeed, if XES , then Px = x , y = Tx = Px + Fx, and Py PPx + PFx

* *= x , II yll :s !! Pxl! + II Fxll :s C + b :s d. Thus, Y = TXES •
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(III. 1. l.i) * *If F restricted to S is a contraction, then Tis

also is a contraction.

* *Indeed, for x
l,X2ES

we have Px
l

= Px
2

= x , TX
j

= PX
j

+ Fx
j

,

j = 1,2, hence IITxl - Tx211 = IIFxl - Fx211 :s k IIxl- x2~for some

k < 1.

*(III. 1. iii) Under the conditions of (III. 1. i) TIs has some

* * --fixed element provided S is compact (or S is complete and T(S*) is

compact).

*Indeed, S is convex and closed, and thus Schauder's fixed

*point theorem applies to TI S .

(III.1.iv) *Under the conditions of (III.l.ii) Tis has a

*unique fixed point, provided S is complete.

Indeed, S is a metric space and Banach fixed point theorem

*applies to Tis. The uniqueness follows from the standard remark

*that Yj = Tyj' Y/S , j = 1,2, implies IIYl - y 211 = IITyl .- Ty211 <

kl/Y
l

- y
2

1/ for some k < 1; hence I/Y
l

- y
2

11 = 0 and Y
l

=Y
2'

(III.l.v) For fixed c,d, 0 < c < d, if F restricted to

[XES IIi Px/l :: c, II xiI :: dJ is a contraction, then the unique point

* * * *y(x ) of T: S -+ S is a continuous f unc tion of x •
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-II- * * *Indeed, if xl' X2ES , Ilx]II, IIx II < c, and y = Ty. is the fixed
o 2 - j J

* *point of T in [XES I Px = xj' IIxll < d], then y. = Ty + Fy. = x +
- .J j J j

. * * * *
Fy j' j = 1,2, II Y1 - y211 :s II xl - x2" + IFy1- Fy211 :s "xl - x211 +

kllYl - Y211, and finally h l - Y211:s (1- kflllx~ - x;".

2. An Algorithm in Banach Spaces

We descr jhe here first an algorithm which was presented by

Cesari i n [1] for Banach spaces, and later in [2] for Hilbert spaces

with a number of applications.

We consider an equation

Kz o ( 1)

whose solutions are to be found in a Banach space S (or in a subset

G of S), and we consider a projector operator P in S, that is, a

continuous linear map P:S'" S with PP = P. If So i s the range .o f' P,

and Sl the null space of P, then S = S + S , (direct sum), ando 1

every element ZES has the representation Z = (x,y), or Z = x + y,

with x = Px, y = (I-P)z, I the identity operator in S. Obviously,

equation (1) decompos es int, _the system of the two equations

Pkz o , (I-P)Kz o . (2 )

If D denotes the projection of G on S ,D PG c S , then we ~re
o 0 0 0
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-1
seeking pairs z = (x,y) with XED and z~P x, such that z = (X,y) EG,

o

and z satisfies (2). We shall denote by IIzll the norm of z in S.

As in [2] we shall assume K == E-N, where E:SE .... S is a linear

operator not necessarily bounded with domain SE C S, N:SN->-S an op-

perator not necessarily linear with domain SN c S, so that K:S
E

n

S ->- S. Then, the given equation (1) takes the form
N

Ez Nz r

and the equivalent system (2) the form

FEz PNz , ( I-P)Ez (I-P)Nz •

We may think of E as a linear differential operator and of SE

as the set of those elements ZES sufficiently smooth so that E can

be applied.

We shall assume that a linear operator H = S1 .... Sl is known to

exist, for which we require for a moment that

H(I-P)Ez = (I-P)z for all ZESE

En other words, we require here that H:Sl ->- Sl is a partial left in-

verse of E. Then, for any solution z of Kz 0, or Ez = Nz, we have
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H( I-P)Ez

( I-P)z

or, finally,

H(I-P)Nz ,

H(I-P)Nz ,

z Pz + H(I-P)Nz •

In other words, any solution z of (1) is a fixed point z = Tz of the

map T:SN"'S defined by T:= P+H(I-P)N, or T = P+F with F = H(I-P)N.

Here the operator T has a relevant property, indeed T maps each

fiber of P into itself, precisely

PTz

T:

pz for every ZES
N,

or

(4)

Indeed, for ZES
N,

we have

PTz PPZ + FH(I-P)Nz = Pz,

since P is idempotent, and H(I-P).NzES
1,

the null space of P.

3. The Relaxed Equation and the Bifurcation Equation

To simplify the exposition, let us assume that G = DO + D
l,

where both DO C So and Dl C Sl are closed ball~, and that Gc S~
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-1
If it happens that T maps each set P x n G into itself, and

-1
if the closure of the set P x n G is compact, then by Schauder's

-1
theorem there is at least one fixed point z = Tz E P x n G for

every x- E DO.

Actually, i n many important cases it is possible by a suitable

choice of P to make T a contraction on each fiber, in the sense that

-1
IITz - Tz' lI :s kllz - z'lI for any blO points z , z' E P x n G of the

same fiber of P, with k < 1 and x E DO (see [2J, or No.4 below).

I t should be noted that T is a contraction on each fiber i f and onl y

if F is a cont r act i on on each fiber.
-1

Indeed, if z , z ' E P X n G,

then Tz pz + Fz, Tz'

"Tz - Tz'lI

pz' + Fz', pz

IIFz - Fz'II •

Pz' x, and hence

-1 -1 -1
Whenever T: P x n G-+- P x n G is a contraction of P x n G into

itself f or each x E DO' then t her e is one and only one fi xed point

-1
z = Tz E P x n G for each x E DO' and then we may well consider

the map r:D
o

-+- G whi ch maps every x E Do i nt o t he unique f ixed ele­

-1
ment z = Tz of T in P x n G. The graph of ~ is a cross section

of the fibers of P, and z itself can be thought of as a "li f ting"

oper at ion f rom So to cl, namely, from DO to G.

The map ~:DO 7 G de fi ned ab ove is continuous . I ndeed, f or every
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two points x, x' E DO and corresponding points z = Tz = 7:x with Pz =

x and z' = Tz' = ~x' with Pz' = x', we have

[z -z '] IITz-Tz'll = II(Pz+Fz) - (Pz'+Fz')11

< IIPz-Pz'11 + IIFz-Fz' ll:s Ilx-x'll + kllz-z'll ,

if we assume that IIFz-Fz'lI :s kllz-z'll not only for z, z ' with the same

projection, but for all z , Z' E G, and k < L

II-ex-tx'il = Ilz-z'lI:s (l-k)-lllx_x'il (5)

Let us assume for a moment that every fixed element z Tz of T

satisfies

FEz EPz , EH( I-P)Nz (I-P)Nz , ( 6)

in other words, any such element is reasonably smoot h, and H has

also the property of being a right partial inverse of E as stated

by (6). Then, every fixed point z = Tz of T satisfies the equation

(I-P)Kz 0, that is, the second of the two equations (2). Indeed

(I-P)Kz (I-P) (E-N)z

Ez FEz - (I-P)Nz

Ez EPz - EH(I-P)Nz

E[z-Tz] = o .
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-1 -1
Thus, in case T:P x n G + P x n G is a contraction, then for every

xED the element z = ~x of G satisfies the relaxed equation
o

Indeed

Kz PKz , or Kz PK~x (8)

Kz PKz + (I-P) Kz '= PKz PK'Z:x •

In other words, for · every x € D there is an element z = rx of G,
o

-1
namely, z = Tz -ex € P X n G, satisfying Kz = PKz. Then, z =-ex

satisfies Kz = 0 if and only if the bifurcation, or determining,

equation

PK-tz o

is satisfied. Since any solution of (1) is a solution of (2),and

since the points z = ~x are the only solutions of (I-P)Kz = 0, we

conclude that the search for solutions z € G of Kz = 0 is reduced to

the search for elements x e DO <;:SO such that (9) is satisfied.

Equation . (9) was already encountered in Part I in perturbation

problems for periodic solutions, or cycles, or ordinary differential

equations, and in Part II in problems of periodic solutions of non-
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Often S is one dimensional , thus homeomorphic to t he reals ,
o

and D is an interval, and then the equation PK x = 0 ha s certainl y
o

a s ol ution i n D a s soo n as we know t hat , say, PK~x has opposite
o

s igns at t he end points of D •
o

Of t en S i s a finit e dimens i ~nal space , and D is a cell . Then
o 0

t he equa tion PKr'x = 0 ha s ce :r·tainl y a so l ut i on in D as so on as » e
o

know t hat t he t opologi cal degree d(PK~,D ,0 ) i s nonzer o.
o

Even i f S is inf inite dimens ional , which can happen, t he study
o

of t he determining equation has led t o simpie criter ia f or t he Axis -

tence of so l ut i ons to t he or igi na l equation.

The me thod br i efly s ummarized ab ove f i r s t 'appear ed i n [ 1,2]

wi t h de t ails and applications. Development s were reported in [6, 7].

J. K. Hale ded i cat ed to it some chapters i n hi s book [ 11] , and so

J. Cronin [ 10] .

4. The' Map T a s a Contrac tion

It i s typical of the method described in nos . 2, 3 above that the

oper at or T can be made t o be a contract i on on each f i ber of P as a

cons equence of ' spect r a l propert ies of t he l inear operator E, even i f

t he nonlinear oper a t or N is only Lipschitzian and not necessarily

smooth. To see this l et us assume here t hat S, is a Hi l bert space

1/ 2
wi th inner pr oduct ( z, z ' ) and norm II z ll = (z , z) • We shall al sb

as sume t hat t he linear operat or E pos se s se s eigenval ues ~ .
1.
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Rnd eigenfunctions ~o' say,E~o + \ . ~. = 0, i = 1,2, ••• , such that
1 111

orthonormal system in 8. Then, every element Z t 8 has a Four ier

series

with c.
1

taking

2 1/2
(Loco) , and we de fine P by

11 ·

Then [~ , ••• ,~ ] i s a basis i n 8 and [~ l'~ 2"" ] i s a complete1 m 0 m+ m+

orthonormal system in 8
1,

If we take m sufficiently large, then \i

f °for all i > m + 1. For every Z E 8
1

we have Z =L ~ 1 c.~.,
1 =m+ 11

and we may define H:8
1

+ 8
1

by taking

co -1 .i
Hz = - L 0 +1 \ 0 Co lPi .

1 = m 1 1

In [2] we discussed natural conditions under which this oper·

ator Hpossesses all properties required in .nos. 2 and 3. In addi-

';ion we have now

II Hz II
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and thus H is·a Lipschitzian.operator in Sl' or

II Hz-Hz' II = IIH(z-z')11 < k IIz-z'll
- 0

z,z' E S
1 '

with constant k = I~ 1,-1, which can be made ~s small as we wish
o m+

by taking m sufficiently large.

Finally, if we assume that the restriction of N on G, say

N:G + S, is Lipschitzian of cons~ant L, say

IINz-Nz'lI :s Lllz-z'lI , Z,Z' EG,

-1
then we have, for z , Z' E P X n G, xED ,

o

II Tz-Tz ' II = II Fz-Fz 'II

-1Thus, T is a Lipschitziap operator on P x n G for every xED of
o

constantk = l~m+~I-lL, and we can always take m sufficiently large

so as to have k < 1. Actually it turns out that k is already < 1

for rather small values of m, in a number of applications.

5. A Connection with Galerkin's Approximations

If So is finite dimensional, and [Pl' • • • 'Pm] is a base ·for So'

PK'ex = c (x)~ + ••• + c (x)~ ,
1 J, m m
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wher e the coefficients c , ••• ,c depend on xED, and the deter-
1 m 0

mining equation PK~x = 0 can be written in the form of the m equa-

tions

o , ... , c (x )
m

o , X € D
o

(1)

th
These are similar to the equations for an m Galerkin approximate

solutio~, with t he difference that equations (1) yield an exact

solution z = ~x to the given equation Kz = O.

If we write

and

x
(m)= x

then an mth Galerkin approximation x(m) is usually defined by the m

equations

= 0, ••• , r (x) = 0,
m

We may well expect that the exact scllution z = TX is "close" to an

mth Galerkin approximation x(m). A closer inspection shows [2]

(m)
that indeed this is the case, and error bounds for Ilz-x II (z =-Z:x,

x € DO' PK~ = 0), are obtained by the analysis of the determining
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equation and of the mapping ~ (cfr. [2]).

6. A Connection with the Leray-Schauder Formalism

Once the structure mentioned above is well defined, that is, K,

-1 -1E, N, are given, G = DO + D
l,

and T:P x n G ~ P x n G is a con-

traction for every x E DO' so that C:D
O
~ G is defined by z = Tz =

~x, and furthermore SO' the range of P, is finite dimensional, then

S. A. Williams has shown [36] t hat it is possible to establish a

theoretical connection with the Leray-Schauder theory. To do this

he has introduced the maps W:G ~ Sand W' = G ~ S defined by

Wz Pz - PKrPz + H(I-P)Nz , Z E G ,

W'z W~Pz , Z E G •

As a consequence of the properties of the maps E, N, T, ~, Williams

has shown that W' is completely continuous, that the fixed points of

W' are the solutions of the original problem, and that the topologi-

cal degree of (PK~,D ,0) coincides with the Leray-Schauder degree i n
o

Banach spaces dLS(I-W',G,O). Thus, the present approach gives rise

to a situation where the Leray-Schauder theory theoretically applies

through the map W' which in turn is defined in terms of the maps K,

P, T, "e. This result parallels in the present situation, and hence
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even in the absence of smoothness propert ies for the operators an

analogous result established by J. Cronin-~n connection With her

approach.

s. A. ' Wi l l i ams [36] has further discussed the question as to

whether the topological degree of (PK ,D ,0) is invariant for suit-o -

able changes of P, say, if we replace P:S + S by another projector
o

operator P':S + S' whose range S' i s a linear subspace of S con-
o 0

taining S , say S c S' c S. The answer is affirmative, at least
o 0 0

when S is already sufficiently large. This answer is in harmony
o

with Leray-Schauder theory where the topological index d
LS

is

actual~y defined by considering suitably finitely dimensional sub-

spaces S of S, and showing that the corresponding Brouwer topologi­
o

cal degree defined in S does not change by enlarging S , once S
o 0 0

is already sufficiently large.

7. A Few Examples

In [2] we considered the bOUndary value problem

x" + x +~ = I3t,

x(o) o , x'(l) + hx(l) = 0,

and we took m = dim S = 1. Then for h = 1, we found-'k = 0.044.
o 0

For a = 13 = 1/2 a first Ge.lerkin approximation is )1) (t) -= -0.11721
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sin (2.0288t), 0 ~ t ~ 1. B,y applying the considerations of the

previous numbers we proved that the problem above has an exact solu-

tion X(t), 0 ~ t ~ 1, with I/x_)l)1I ~ 0.0038.

In [1] we considered the boundary value problem

•• '5x + x: = sin t , x(o) - x(2n) , x(o) x( 2n) ,

and we took m = dim S = 2. We found k = 0.04, and a second
o 0

Galerkin approximation x(2)(t) = 1.434 sin t - 0.124 sin 3t, 0 ~ t <

2n. B,y applying the considerations of the previous numbers we

proved that the problem above has an exact solution X(t), 0 < t <

2n, with IIX-x(2)11 ~ 0.124.

In [5] we considered the boundary value problem (of nonlinear

potential)

u + u = g(x,y,u) for (x,y) € A =
xx yy

2 2
[x + Y < 1]

u = ~ __ [x2 + y2o for (x,y) € oA 1] , ( 1)

where -g..ill a given function continuous in u, measurable in x, y, and

bounded for u bounded. We took m = dim S = 1, and we found k .='
o 0

0.069. B,y applying the considerations of the previous numbers we

proved the existence of solutions u(x,y) to problem (1) which are

continllous in A U dA, with first order pa~tial derivatives
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in A and whose Laplacian Au = u + U (in the sense of the theory
xx yy

of distributi nns) is a measurable function in A. Essentially, we

proved in [5] the existence of at least one such solution p~ovidea

g Ls :not too large for u = 0 and does not grow too rapidly with IuI

as lui +~. For instance, for the case u + u = f(x,'Y~lul +
xx yy

h(x,y), f, g measurable If(x,y)1 ~ a, Ih(x,y)I ~~, a, ~ finite, we

proved that a solution exists for every r, g as above with a < 4.13

and any~. In these problems a first approximation solution of the

222
form u (x,y) = "lJ ·(>- IP), 0 ~ o = x + y - _< 1, is singled out,

o 0 0 -

where ~ is the first positive zero of J and r is a suitable con-
01 0

stant. Error· bounds for such ~ solution, that is, upper bounds for

the norm lIu-u II of the difference bet-ween exact and approximate so­
o

lutions have been given by C. D. Stocking in [34].

8. Square Norm and Uniform Norm

In problems as those of no. 6 it is advantageous to use the

square norm because it affords the smallest value of the constants

k, or k (for instance, k = 1>- ,-1 under the hypotheses of no. 4).
o 0 m+l

Actually, in these problems both norms, the square norm and the uni-

form norm, have oeen used, since N (often a polynomial expression)

may be Lipschitzian of a cer~ain constant, say L, only if sup Iz i is

not larger than some other constant R. On the other hand, the be st
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values of k or k may not be essential as, say, in perturbation
o

problems (Part I) as mentioned, or in association with Knobl och-type

arguments as in no. 11 below.

~ W. Knobloch [18] has given the necessary estima~es ~or the

use of the uniform norm only in questions involving periodic solu-

tions of ordinary differential equations and the use of the method

of nos. 2 and 3 above.

Recently J. Mawhin [24] has applied directly the formalism of

nos. 2 and 3, to the same perturbation problems of Part I, improving

a number of the results we have mentioned there.

9. Applications

P.A.T. Christopher [9] has applied the method of the present

paper to determine regions in the parameter space cor r espondi ng t o

stable harmonics and subharmonics for the nonhomogeneous Duffing

squat.aonr

x + bx + C x + £ )
1

= Q sin (J)t •

A. ~ Rodionov [33] has shown that the method of the present paper

applies to nonlinear differential equations and systems with a fixed

lag A. :
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x g(t,X(t),X(t-A~).

C. Perello [32] has initiated the same type of analysis for

functional differential equat ions

where g depends on t and on all values of X(T) in an interval t - A

< T < t. In this application C. Perello has shown that he use of

the uniform norm only, according to Knobloch's remark and relative

estimates, is relevant, and that, with this va~~ant, ~he method can

be applied to this type of functional differential equations.

10. Application to Ordinary Differential
Equations in the Complex Field

W. A. Harris,.Y. Sibuya, and L. Weinberg have recently proved

[16] that, by the use of a formalism similar to the one of nos. 2

and 3, the fundamental theorems of Cauchy, Frobenius, Perron,

Lettenmeyer on linear ordinary differential systems in the complex

field can be proved easily and in a straightforward way. These the-

orems become a consequence of Banach's fixed point theorem for con-

traction mappings, and of simple algebraic manipulations. For in-

stance, the rather tedious proof by majorants of the convergence of

the formal series solutions is eliminated. W. A. Harris, by the
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same technique also proved [17J nonlinear versions of the same fun-

damental theorems.

Before we enter in details, let us mention briefly t hat , given

a linear differential equation in the complex field (the regular

case)

+ ••• + a (z)w
n °, (1)

where a ( z ) , ••• , a (z) are holomorphic : n a neighborhood of z = 0,
1 n

(n-L)
then t he usual transformation Yl = w, Y2 = w', ••• , Y

n
= w re-

duces ' (1) to the system Y~ = Y2'···' Y~-l = Yn' Y~ = -anyl,-••• -aly
n

,

that is, to a system of the form

dy/dz A(z)y ,

where the entries of the n x n matrix A are holomorphic in a neigh-

borhood of z = 0.

Analogously, given the linear differential equation

n (n) n-l ( ) (n-L) ( )zw +z 0 zw + •••. +b zw
1 n ° ( 2)

(the regular singular case), where bl(z), ••• ,bn(Z) are holomorphic

in a neighborhood of z = 0, then the transformation Yl = w, Y2 = zw~

2 n-l (n-l)
z w" , ••• , y = z w reduces (2) to t he system zy' Y2'

n 1
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zy' - y + Y zy' = (n-2)Yn_l + Yn' zy' =2- 2 3'···' n-l n

-b y , t hat i , . to a system of the form
1 n

(n-l)y - b Yl - •••n n

z(dy!dz) A(z)y ,

wher-e the n x n matrix A(z) has entries which are holomorphie:. i.n a

neighborhood of z = o.

It is clearly more general to consider systems of the form

D
Z (dy/dz) = A(z)y,

or

i = L, ••• ,n,

where y = (y , ••• ,y ), D = diag(dl, ••• ,d ), d. > 0 integer, i = 1,
1 n . n ~-

••• ,n, and the entries of the n x n matrix A(z) are holomorphic in

a neighborhood of z = o.

Let d uenote the integer d = d + ••• + d = trace D, and let
1 n

5 be any positive number which is smaller than the radius of conver-

gence of any of the power series expansions of the entries of A(z)

at z = o.

Let S denote the Banach space of all vector functions y(z) =

col( y , •.• ,y ) possessing power series expansions which are abso-
1. n

lutely convergent for Iz I :s 5,



- 53 -

Lamberto Cesari

y(z
co k

= 1. ' c z ,
'""K=O k k = 0,1,2, •••.

It is easily proved that B is a Banach space with norm

Ilyll =

We shall denote by IIAII the number

For any given integer N > d let P:S + S, and Q:S + S be the

projector operators mapping any yES

y(z)

into

Y. (Z)
1

;

00 k
c .z=0 k1 '

i ::; 1, ••• , n ,

Py (Pyl'···'Py ) Pyi ~-d. k
=

=01 ckiZn

Qy .(Qyl'··· ,Qyn) Qy. r.N- l k, = c
ki

Z
1 k=O

Let ~(S) = So be the range of P and let Sl be the null space of P.

Thus, So is the set of all polynomial vectors y whose component Y
i

is a polynomial in z of degree N - d., i = l, ••• ,n.
1

Let K:S + Sl denote the linear operator which maps any el ement

yES into



- 54 -

Lamberto Cesari

Ky = (Kyl""'Ky) , Ky.n 1

Then we have

Also, note that

(d/dz)( Ky)
-Dz (y - Qy) •

Let us consider finally the map T:S + S defined by T = P + KA.

* *-1For any ~ ~ S we denote as uSQal by S the set S = P ~ =
o

*[yEslPy = ~], and we note that T maps S into itself. Indeed, for

*yES we have

Pry = PPy+PKAy = Py =~.

*On the other hand, for any two Yl' Y2 E S we have

*We shall take N > d sufficiently large so that ~ < 1. Thus, T:S +

* *S is a contraction on S and has a unique fixed point y = TY =

't(~), Py =~. For the fixed point y we have the equation
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y cp+KAy, (4)

and by differentiation

dy/dz = dcp/dz + z-D(Ay - Q}.y)' , or

The bifurcation equation is now

D
z cp' - Q}.y = O. (5)

This represents a system of Nn equations in the Nn + n - d coeffi-

cients of the vector polynomial cp, that is, in the corresponding

coefficients of the solution y, since from (4) we derive Py = ~ = cp,

D N+l
or z (y - cp) = O(z ). In other words, the bifurcation equation

(5) is simply the set of the first recursive equations that we

obtain in the determination of formal power series solutions of (1).

Once these are satisfied, we know that also the remaining coeffi-

cients of the power series expansions of y must also satisfy the

corresponding recursive relatiops.

(III. 10. i) A Cauchy-tyPe theorem. For d
l

= ••• = d
n

= 0,

system (3) possesses exactly n linearly independent solutions which

are holomorphic in a neighborhood of z = O.
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Proof. Here D = 0, the Nn bifurcation equations (5) in Nn + n un-

knowns yield all Nn first coefficients of the power series solu-

tions y, when the first n coefficients have been chob~n arbitra~:ly.

The remaining coefficients are then obtained by the same recursive

relations, and this yield n independent solutions.

Let us denote by Akthe matrix of the coefficients of zk in the

00 n
power expansions of the entries of A(z), so that A(z) = ~=o Aka.

(III. 10. ii) A Frobenius-tyPe theorem. For d
l

= ••• = d
n

= 1,

then for every eigenvalue ~ of A system (3) possesses a solution
o

of the form z~y(z) with y € S.

Proof. Here we are looking for solutions of the form y = l w(z),

If w(z) = w
o

2+wz+wz
1 2 + ••• , then

system z(dy/dz) = A(z)y yields for ~ and the column vector w the
o

relation (A - ~1)w = O. Thus, we take for ~ any of the eigenvalues
, 0 0

of A. The transformation y = z~w transforms z(dy/dz) = A(z) y into
o

the system z(dw/dz) = (A(z) - ~I)w, wher-e the n x n matz-Lx B cor­
o

responding to B(z) = A(z) - ~I has now an eigenvalue equal to zero.

Thus, we are back with the original sysiem where now A has an ei~
o

genvalue zero.
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We have here

cp ( z) (cp , ••• , cp ) ,
1 n

CPo ( z)
1

col(ckl , ·· · , c
kn

) ,

Thp bi f ur cat i on equat ion (5) now yi el ds

A c = o ,
o 0

(A - I )c -A c ,
0 1 1 0

(A - 2I)c
2

= -A c A c ,
0 1 1 2 0

(A - 3I )c
3

-A c A c ,
0 1 2 3 0

y
N

rp + O(z ) •

(A - nI )c
o n

-A c -A c
1 n':'l 2 n-2 - ... -A c

n 0

Here de t A = 0 and t hus we can determi ne c = 0 satisfying t he
o 0

f irst of t hese equations. Then, we can determine all other coeffi-

cients c
k

provided no t wo eigenvalues of A
o

di.ffer by an i nteger .

I f some ei genvalues of A di f fer by an integer, t he usual argument
a

shows t hat i t is enough to consider, of any systems of ei genvalues

~ , ••• , ~ whi ch di ffer by an int eger , only the one, say A, of maxi ­
1 m

mal real ·pa r t.
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D
For the general system z (dy/dz) ~ A(z)y simple considerat i ons

analogous t o the ones above yi el d

(111.10. iii) Lettenmeyer's t he9r em. If n-d > 0 then ~ he

D
3ystem z (dydz) ~ A(z)y has at least n-d linearly independent solu-

tions holomorphic in a neighborhood of z = 0 [16 J.

This Lettenmeyer's t heor em ex tends a previous Perron theorem

for vrdinary differential equa~ions:

(III. 10. i v) Perron's theorem. There are at least n-d solution

holomorphic in a neighborhood of z = 0 for the linear ordinary equa-

tion

d n n n n-kn-k
z (d y/dz ) + ;=1 ak(z)(d y/dz) 0 ,

where ak(z) are holamorphic in a neighborhood of z O.

11. Knobloch's Existence Theorems for Periodic Solutions

For problems of periodic solutions of ordinary differential

equations and systems (not of the perturbation type), say

l, ... ,n , 1 n
z. = (z , ••• , z ) , f.(o,z)

a f . (l,z) ,
~

let un consider the space S of all continuous periodic vector func-

ti9ns with uniform norm. Every element z E S h~s a Fourier series
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-1 ~ co
z(t) - 2 ao + ~i=l(ai cos ~t + bi sin ~t) ,

ID = 2n/T, T the period, where ao' ai' b
i

are n-vectors. Let us de-

fine P by taking

(1)

so that dim S = n(2m+l). By taking m sufficiently large, the cor,.
o

responding map T is a contraction and 'r is defined (He W. Knobloch

[19]). Then, for every element x E S (a trigonometrical polynomialo .

as in (1), we have

-1 ~ m
PK'1:x = 2 (%0 + ~i=l((%1 cos :kot + 13i sin :icDt)

where ao' ai' 13i , i = l, ••• ,m, are functions of ,x, that is, of the

coefficients ao' ai' bi, i = l, ••• ,m, of the trigonometric polyno-

mial L Then the determining equation PK~ = 0 takes the form

tx
o . 0 , a

i
= 0, i = l,~•. ,m, (2)

na.mely a system of n(2m+l) equations in n(2m+l) unknowns. lL W.

Knobloch has shown that, under hypotheses, a suitable distribution

of signs of the n functions fi~ or assoc~ated functions,' imply a

typical distribution of signs f6r each of the n(2m+l) left-hand

members (components) of the determining equations (2), so that the
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existence of a solution x € S to the same equations, and hence the
o

existence of a solution z to the original problem, can be deduced

by the same C. Miranda form of Brouwer's fixed point theorem men-

tioned in Part I, and' this no matter how large n andm are.

a w. Knobloch has used this analysis of the determining equation

as a basis toward a qualitative discussion of the second order

nonlinear differential equation.

x = g(t,x,x), g(t,x,x) = g(t+l,x,x) ,

where g is a real-valued function of t, x, x, which is Lipschitzian

in x, x, periodic of period 1, and sectionally continuous in t. Two

functions a(t), ~(t), 05 t 5 1 (continuous with sectionally con-

tinuous first and second derivatives) are said to be lower and upper

solutions, respectively, provided

a < ~ , -0 + g(t,a,a,) < 0

for t in [0,1] and a(t+o) - a(t-O) ~ 0, ~(t+O) - ~(t-O) ~ 0 for t

in [0,1]. If a,~ is such a pair, if n denotes the region [0 ~ t ~ 1,

a(t) 5 x 5 ~(t)], and there are two functions ~(t,x), y(t,x) con-

tinuous and continuously differentiable in n, such that
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~(t,a) ~ a ~ ~(t,a) ,

~(x,o) ~(x,T) , 'l.'(x,o) ~(x,T) ,

and such that both exoressions

~ ~ + ~ - g(t,x,~) , and ~ ~ + ~ - g(t,x,~)
x txt

have constant signs in 0, then (3),possesses a periodic solution

x(t) satisfying

aCt) ~ x(t) ~ ~(t) ,

for all t in [0,1] (lL W. Knobloch [19]).

A corollary of this statement states that if a, ~ is a pair of

periodic lower and upper solutions, and g(t,x,i) ~ clil
2

for some

constant C and all t, x, xwith (t,x) € 0 and Iii sufficiently large,

then again (3) possesses a periodic solutions of period '1. lL W.

Knobloch has proved other statements of the same type, based on the

process mentioned in the previous numbers and topological considera-

tions [19].

In later papers lL W. Knobloch [20] has also proved, using

these theorems, comparison and oscillation theorems for second order

nonlinear equations (17), which extend Sturm theory for linear
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equations. Some of the results give general form to statements

proved earlier by M. Cartright for the van der Pol equation only.

12. W. S. Hall's Work on Nonlinear Partial Differential Equations

W. S. Hall has applied in [13] the process described in nos. 2

and 3 to the determination of periodic solutions u(x,y), of period

2n in x and y, to the partial differential equation

2pe f(x,y,u,u ,u , ••• ,D u)
x Y x

( 1)

where p ~ 1 is any given integer, and e is a small parameter. We

shall write equation (1) is the form

Lu e F(x,y,u) • (2)

If S i s a suitable Banach space of 2n -periodic functions of x and

y, let Mbe the null space in S of the operator L, thus S = M+ M~,

where M L is the complement of M in S. Let P deno~p. the projector

operator P: S .... M. Here M is nontrivial, Lis boundedly invertible

on M L, and if (2) is replaced by

Lv e(I-P)F(x,y,v) ,

then L can be inverted to give the integral equation
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y( u , e)
o

u + e K(r-p)F(.,.,v(u ,e)) ,
o 0

(4)

for any element u E M­
o

For e sufficiently small, the usual contraction argument shows

that (4) has a unique solution v(u ,e) depending on u and e. The
o 0

solution v(u ,e) will not satisfy (2) unless the bifurcation equa­
o

tion is satisfied, or

PF(.,.,v(u(e),e)) O .
o

As pointed out in [13], this equation is easier to solve than the

original one, and it can even be solved by the implicit function

theorem. We refer to [13] for general results concerning the exis-

tence of solutions to equation (1).

Here we shall mention only an existence theorem proved by

W. S. Hall in [13] for the more specific type of equation (1):

uxx
e[au + f(x,y ,u)] ,

x
a > 0 constant ,

and for solutions u(x,y,e) periodic of period 2n in x and y, satis-

fying

n2 ( j - l ) ( 0 )u x, .e
y

o , j 1,... ,p ,

(6)
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The following simple statement is proved in [13].

(III. 12. t )
pk+2

If f is of class C for some k ~ 3, periodic of

period 2n with respect to x and to y, satisfying f(x,-y,-u) =

-f(x,y,u) , and there is some r> 0 such that Sup[lf(x,y, s)l, x, y,

lsi ~ r] .~ ar/C, and Sup[lf (x,y,s)!, s,y, lsi ~ r] ~ a (C is a con­
u

stant depending only on P and k), then for all e sufficiently small

(5) has a 2n-periodic solution satisfying (6).

For p = 1 and the same argument, it is shown, that the equation

considered by J. K. Hale (see Part II)

u u
xx yy

e(u + bu + cu3 + g(x,y))
x

u and g 2n-periodic in x and y, u(x,O,e) = u(x,n,e) = 0, has a

sol ut i on for any given a real, provided e and c are sufficiently

small. An analogous statement holds for any p ~ 1 for the equation

u
xx

:(
e[u + bu + cu... + g(x;y)] •

x

In [14] w. S. Hall has discussed a formalism ver¥ close to the

one we have considered in nos. 2 and 3 for nonselfadjoint linear

oper a t or s in reflexive Banach spaces.
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Let us consider an equation

Lu f(u)

in a reflexive Banach space X, where f is a nonlinear continuous map

*of X into its conjugate X •

More precisely, let (D, II II) be a normed linear space of which

* *the reflexive space X is its completion, let (X ,II II ) be the conju-

*gate of X, and for UEX, VEX let (u,v) denote the value of v at u,

or v( u}, Let L:D'" D be a linear operator which we assume has a for-

* *mal adjoint L so that (~,Lw) = (W,L ~) for all ~,wED. Here we

*regard L as having range in X , and, since X is reflexive, the range

* *of L is also in X •

Note that when WED satisfies LW = 0, then °
for all ~ED. This motivates the definition of

*(w,L l%»

M *[UEX I (u,L ~) °for all <l>ED]

as the generalized null space of L. Similarly, we shall consider

the set

*M [uEX I (u,L~) o f or all <liED]

* *as the generalized null space of L. We denote by oM and oM the

corresponding annihilators. Also, we shall consider the quotients
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*spaces X/M, X/M, and the natural projection operator P: X~ X/M,

or Pu = u + M.

(III. 12. ii)

for some fixed k > O.

* * *Suppose that for all 4>E D, 114>+M II :s kll L 4>11

*Then, for each gEOM there is a unique coset

u + M= Kg such that any representative is a weak' solution of Lu = g.

*The operator K: oM ~ X/M is linear and bounded with IIKII :s k [13].

* * * * *Proof. Let A :D/M ~ X be the induced operator defined by A (4)+M )

*= L ~,4>ED. ~ hypothesis

* * *
114> + M " < kll L ~II * *kiiA (4) + M ) II

* -1 * *and hence (A) is a continuous map from E = [WED I 1jr = L 4>, 4>ED]

* *onto D/M with norm ~k. Let A denote the operator in E defined by

* -1= ((A) 11', g) ,

Then, A is linear, and

*It is easily seen that E is everywhere dense in oM. Then, A

has a unique extension to o~ B.1 reflexivity, there is a unique

*u + M such that A(W) = (u + M,1jr) for all 1jreE , and lIu + MIl = IIAJI $
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"*kllgll. Le t K: oM'" X/M be defined by u + M = Kg. Then K is linear

and IIKII < k,

"* "*
Now '" = 11. (~ + M )

"*
L ~ f,or some ~ED. Thus 11.(",) = (u+M, 1jr) =

"* "* "*(u+M, L ~), -and since L ~ EOM, (u+M,L ~) *(u,L ~) for any represen-

"* -1 *
tative Utu+~ But 11.(",) = «11.) 1jr, g) = (~+M , g1 = (~,g) since g

* "* *annihilates M. Therefore, (u,L ~) = (Kg, L ~) = (~,g). This last

* -1'relation holds for all ~ED since (11.) is 1-1 and onto. Hence)

uEu+M i s a weak so lut i on of Lu = g. This proves (III.12.ii).

Let us now return to equation (1). We assume that (ex) f: X... x*

i s a cont i nuous bounded map such that IIf(u)II* ::; clEliullJ, where

c
l

(0, 0 ::; s < + 00, is a given increasing function of s' We also

assume that ( ~ ) for every UEX there exists v(u) tM such that f(v(u)

+ u) t °M"*, t he map u ... v( u) from X into M is continuous and II v( <.1 ) II

::: c2 E" ull ], where again c
2(

s) ~ 0, °~ ~ < + 00 , is an increasing

function of~. Assumption (~) essentially implies that the bifur-

cat i on equation can be Eolved and that v(u) is a bounded continu-

ous f unct i on of u.

Befor e st at i ng and proving t he next theorem, we shall mention

here a "selection" stat ement proved by E. Michael (cfr. J. L. Mas sera

and ~ ~ Schaffer, Linear differential equations and function

spaces , Academic Press, 1966): If Z and Ware Banach spaces and
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V:z ~ W is a linear continuous map of Z onto W, then, for each A > 1,

t her e exists a continuous map h:W ~ Z such that (Vh)w = w for all

WEW. In addition

IIh(w)1I < A Inf[lIzll I Tz w] •

We can now state and prove the following theorem.

(III.12,iii) Let f satisfY- (a) and (~), and assume that

* * *II ~ + M II ~ kilL ~II for all ~ED. Assume also that the operator K of

(III. 12. ii) be compact. If c
l

is "sufficiently small," t hen Lu =

f(u) has a weak solution [14].

Proof. First let us apply Michael selection theorem with Z = X,

W= X/r-1 and V = P. Then, for fixed A > 1 there is a continuous map

h:X/M~ X such that

IIh(u+M)1I S Allu + MIl • (8)

Let A and h be so chosen, let B(a) denote the set B(a) = [UEX I IIuli

:5 a], and let T: B( a) + X denote the map defined by Tu = hKf(v( u) + u},

where K and v(u) have been defined above. Then, V is continuous and

by as sumpt Lons ( ry) ar': (~) and (8) we have
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*IlTuIl ~ ~IIKf(v(u)+u)1I ~ ~lIf(v(u)+u)1I

< f.kc [lIv(u)+ull] < ~kc .[ c (a)+a] < a ,
- 1 - I 2 -

Hence, if ~ > 1 and a > 0 can be so chosen that ~kcl[C2(a)+a] ~ a,
I

T maps B(a) into itself. Since K is compact, bYScha~der fixed

point theorem, T has some fixed point W + TwE B( a). Then w =

hKf(v(w )+w) and Pw = Kf(v(w)+w). If u = v(w)+w, then

*(u,L ct» * *(Pu,L ct» = (Pw, L <%l) *(Kf(v(w)+w, L <%l)

(<%l, f(v(w)+w)) (<%l, f(u)) •

Thus, u is a weak solution of the original equation, and (1 11.12. ii i)

is thereby proved.

In [14] w. S. Hall applies · the considerations above, to t he

determination of doubly periodic solutions of t he partial differen-

tial equation

c
2u

(x,y) + ~2pu(x,y)
xx y I Ir - l

b u( x, y) sgm u( x, y) + g(x,y),

wher e y = (Yl"." y ), ~ is t he n-dimensional Laplacian in the
n y

variables Y, wher e r is a given number, 2 < r < 00 , P a positive

integer, p ~ 1, b,c positive constant s, and g i s doubly periodic.
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13. Extensions of the Previous Considerations

The formalism of nos. 2 and 3 is based on certain properties

of the operators, or axioms, and J. Locker [22,23] has shown that

these properties are satisfied, for instance, for usual boundary

value problems of nonlinear ordinary differential equations, when

the underlying linear problem is self-adjoint. Fpr the correspon-

ding nonselfadjoint problems J. Locker has developed a theory which

extends the one of the present Part III, and whose axioms are satis-

fied for boundary value problems of ordinary differential equations.

As an example, he gives numerical bounds for a and ~ in the nonlin-

ear initial value problem

_ 2
x + x + ax = ~t, o < t < 2rc x(O) = 0,

under Which the solution exists in [0,2rc]. He also obtained esti-

mates of the growth of the solution and error bounds.

J. K. Hale, S. Bancroft, and D. Sweet [12], though guided by a

rather different motivation, have presented an extension of the

formalism of nos. 2 and 3 which is similar to the one proposed by

J. Locker. These authors have discussed in detail the geometric

interpretation of the formalism, and have used it to establish a

connecting link with the previous work by D. C. Lewis, a A. Anto-

siewicz, Jane Cronin, R. G. Bartle, L. Nirenberg, and C. Sibuya.
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The formalism can be put in an abstract form, analogous to the

one of nos. 2 and 3, as follows. We shall use the symbols $l (T) ,

1\ (T), n(T) to denote domain, range, and null space of a gi ven map

T. Let Sand B denote Banach spaces, and, as in no. 2, let E: B (E)

-+- B, N: 1). (yt) -+- B denote given maps E linear, N nonlinear 00 (E) c S,

fJ (N) c S, SK = .e{E) n l){N) # ~). We seek solutions of the equa-

tion Ez = Nz or Kz = 0, with K = E - N, K:S -+- a Let us assume
K

that there are two projection operators P:S -+- S, Q:B ~ B such that

{I-Q)E EP (1)

or E-EP = QE, and we assume that S = R,{P) + IH I-P), B = I\{ Q) +

~ (I-Q), (where R(P) , ••• , R.{I-Q) are assumed to be closed supspaces

of Sand B respectively). Let us assume, in analogy with no. 2,

that there exists a linear operator H: ~(Q) -+- ~(I-P) such that

HQEz {I-P)z , EHQNz = QNz for all z E ~(E) , ( 2)

and such that all fixed points of T = P + HQN belongs to ~(E).

Th~.it is easy to prove (see below) that (a) Kz = 0, or Ez =Nz,

if and only if z Tz and (I-Q)Kz = 0. If, as in no. 2, we agsume

, -1
that for every x E R(p) the map T restricted to the fiber P x is

a contraction, then the unique fixed point y = Ty of T:P-lx -+- S,
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determines a map C: ~ (p) + S, wi th ~x = Tex for x E ~ (p), and

equation Kz = 0, or Ez = Nz, is reduced to the determining equation

(or alternative problem)

(I-Q}KCx = 0, x E , A(p) •

Whenever S = P, I-Q = P, then the formalism above reduces to one of

nos. 2 and 3.

To prove statement (a) above, let us note that Kz = °implies

QKz = 0, (I-Q}Kz = 0, hence QEz = QNz, and assumption (2) implies

HQEz = HQNz = O:-p)z, or z = Pz + HQNz ::c Tz. Conversely, if z = Tz,

(I-Q)Kz = O,then (I-P)z = HQNz by the definition of T, and z E .B(E)

by force of the assumptions. Then (2) implies E(I-P)z = EHQNz =

QNz, and finally, by a&sumption (1), QEz = QNz, or QKz = 0. By

(I-Q}Kz = Owe conclude that Kz = 0. Statement (a) is thereby

proved.

J. K. Hale, S. Bancroft, and D. Sweet [12] have shown that the

projection maps, P,Q above can be defined on ,the basis of the fol~

lowing simple geometric considerations. Let u:s + r, V:B + B be two

projection maps so related to the given linear operator E that

".(u) = 'l(E), ((v) = 'l(E).

In this .situation it can be easily ' seen [12] that the ' l i near operator
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E defines uniquely a partial inverse M: ~(E) .. l'l(U) such that ElttY

= y and UlttY = 0 for every y E 4t(E), and thus S(M) = 6\.(E), '\.(M)

c n(U). Now let W denote an arbitrary projection map W:S .. S with

,\(W) c ,\(M) c Yl(U). Then Mdetermines uniquely a decomposition

A,(E) = B
l

+ B
2

with B
l

= M-l(WM't(E)), B
2

= M-l((I-W)M~(E)), and

thus Mdetermines also the two projection operators J:~(E) .. B
1

and I-J: 4{ (E) Now, the operators P = U + W a~d Q = (I-J)W

are projector operators with the required properties. For the

proofs we refer to the paper [12] by Hale, Bancroft, and Sweet.
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IV. NOTES ON MINTY I S AND BROwnER I S WORK ON MONOTONE OPERATORS

1. Monotone Operators

Let X be a Banach space, and let X* be its dual. We denote

as usual by z(x), or by (z,x), the application of the operator

z€X* to the element x€x. A mapping T: K + X*, where K is a subset

of X, is said to be monotone, provided

(Tx - Ty, x - y) 2: 0 for all x,y€K • ( 1)

Note that if X is a Hilbert space, then X = x* and ( ) denotes

the inner product in X. In particular, if X is a Euclidean space

En' then T: K + E , and
n

) is the usual inner product in E •
n

For n = 1 the inner product is the usual product, T is a real

valued function of x€KCE
1,

and (1) reduces to [T(x) - T(y)]

(x - y) 2: 0, that is, T(x) - T(y) and x-y have the same sign, the

elementary concept of monotonicity.

The theory of monotone operators in Banach spaces has been

extensively developed in the last years by Minty, Zarantonello,

Browder, Stampacchia, and many others .

In the theory of monotone maps T: K + X*, KC X, one tries to

find elements x €K such that
o
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(Tx , x - x ) > 0
o 0 -

for all xEK • (2 )

Then, x is called a solution to the variational inequality (2).
o

Also, in the same theory, one tries to deterrr~ne conditions under

which T: K +' x* is onto, that is, T(K) = X. Both results are

achieved under very weak requirements, in particular, conditions

of continuity.

A map T: K +' X* is said to be strongly monotone if there is a

constant m > 0 such that

2
(Tx - Ty, x - y) 2: mllx - yll for all x,YEK •

A map T: K +' x* is said to be hemicontinuous provided T is

continuous on line segments of K when we take in x* the weak to-

pology.

The following theorems can be proved by means of essentially

algebraic considerations.

(IV.l.i) (F. Browder [1]) If X is a Banach space, and

T: Jr-+ x* is monotone arid hemlconGinuous, then for every YET(X), the

-1set T (y)) is closed and convex. Furthermore, is X is reflex!ve,

and T is coercive in the sense that (Tx,x)//Ix/l +' +00 as IIxll +' +00,

then T is onto, that is, T(X) = X*.
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(IV.Lll) (F. Browder [1], G. Minty [4]) If X is a reflexive

Banach space and T: X + x* is strongly monotone and hemicontinuous,

then T is one-one and onto, T(X) = X*.

As a way of lemma the following simple statement has been shown

to be relevant.

(IV.l.iii) (G. Minty [4]) If K is a convex subset of a Banach

space X and T: K + x* is monotone and hemicontinuous, then the

following propositions are equivalent:

( a)

( b)

(Tx , s - x ) > 0o 0 -

(Tx, x - x ) > 0
o

for .all x€K ,

for all xs K •

The following two statements . illustrate further the concept of

monotone operators.

(IV.l.iv} (G. Minty [4]) Let T: K + X be a continuous monotone

-1
operator on a subset K of a Hilbert space X, then (I + T) exists,

is continuous on its domain, and is monotone. Moreover, if T is

maximal over K (that is, T cannot be extended into a subset of X

larger than K as a monotone operator; in particular if K = X), then

(I + T)-l is defined everyWhere on X.
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(IV.l.v) (G. Minty [4]) If X is a Hilbert space, K a convex

subset of X, T: K + X a given operator, then a Sufficient condition

that T be monotone over K is that T possesses a Gateau derivative

T' at every a€K (thus, T':
a a

all a,y€X.

2. Fixed Points

*X +X = X) such that (y, T'y) > 0 for
a -

Let X, Y be any two metric spaces. We shall denote by d the

respective distant functions. A map T: X + Y is said to be non-

expansive provided

d(Tx,TY) ~ d(x,y) for all s,y€X •

that is, T is Lipschitzian with constant one. Obviously, not

necessarily a nonexpansive map has fixed points. Nevertheless,

under very mild hypotheses, this is the case.

Let X be a Banach space, and K a bounded closed subset of X.

A point x €K is said to be a diametral point of K provided
o

Sup K IIx - x II
X€ 0

diam K •

The set K is said to have normal structure provided every bounded,

convex subset of K with more than one point has a point whi ch is not

diametral. This concept, due t o M. S. Br odski i and D. P. Mi lman
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[6] is important since they proved that every compact convex set K

of a Banach space X has norma~ structure.

(IV.2.i) (W. A. Kirk [3]) If X is a Banach space and K is a

weakly compact, convex, subset of X with normal structure, then

every nonexpansive ~p T: K + K has a fixed point.

The following theorem applies to not necessarily convex sets.

(IV.2.ii) (G. Vidossich [5]) Let X be a Banach space, let K

be a weakly compact subset of X, and let T be a nonexpansive map

T: K + K. Assume that: (a) for every e > 0 there is a contraction

f: K + K such that IIx - f (x) .11 < € for all xeK; (b) for every
€ €

sequence [~] of elements of K without a strongly convergent

SUbsequence, there is no subset A of Kwith more than or.a point

such that lim.. IIx - x. II = constant for xecl (K n co A). Then, T
k+oO k

has a fixed point in K.

In connection with statement (IV.2.ii) we note here that if

f: X + X is not expansive, then f
k

= (1 - l/k)f is a contraction

X + X, and li~~I - f
k)

= I-f. Also, if K is a bounded convex

subset of a Banach space X and satisfies (b), then K has certainly

normal structure.
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(IV.2.iii) (F. Browder [lJ) If K' is a bounded closed convex

subset of a Banach space X with interior points, and T: K + X a

nonexpansive map such that T(dK) C K, then there is a 0 < ~ < 1 such

that T = ~T + (1 - ~)I is nonexpansive, maps K into K, and has thex
same nonempty set of fixed points of T.

A corollary of this theorem is as follows:

(IV.2.iv) If K is a closed bounded convex subset of the Banach

space X, then every contraction K + X which maps OK into K has a

fixed point.

A Banach space X is said to be strictly convex provided x, y€X,

x, y f 0, and /Ix + y/l = /lx/l + /ly/l implies x = ~' for Borne real

number~. A Banach space X is said to be uniformly convex if for

any E: > 0 there is some 5(E) > 0 such that /l2-\x+y)/I > 1- B(e:),

/lxll = IIy/l 1, /Ix - y/l :s e: implies x = y.

It was proved by Clarkson that any uniformly convex space is

strictly convex. Also, every uniformly convex. space is reflexive.

(See M. Day [2] for these and other statements.)

(IV.2.v) (F. Browder [lJ) If X is a strictly convex Banach

space; K any convex subset of X, and T: K + X nonexpansive, then
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the set of all fixed points of T (if any) is convex.

3. Periodic Solutions of Differential Equations in a Hilbert Space

Let X be a given Hilbert space, and f(t,x) be a gi.ven map from

(-00,+00) x X into X such that f(t + T, x) =-f(t,x) fOr all t and x.

We consider here the problem of the periodic solutions of period T

of the differential equation

dx/dt f(t,x) •

We state here one of Browder's theorems concerning the existence of

such solutions. For this theorem it is sufficient to consider f as

defined only in [O,T] x X and to require solutions x(t) such that

x( 0) = x( T).

(IV.3.i) (F. Browder [l])-Let X 'be a Hilbert space, f:

[O,T] x X ~ X a continuous map, transforming bounded sets into

bounded sets, and with the properties:

(a) (f(t,x) - f(t,y), x - y) ~ 0 for all t, x, y;

(b) there is a constant c > 0 such that (f(t,x), x) > 0 for

all t and IIxll = c. Then, the differential equation dX/dt = f(t,x)

has a solution x(t), or x: [O,T] ~ X, such that x(O) = x(T).

If the monotonicity condition (a) is replaced by the analogous

strongly monotonicity condition, then the solution above is unique.
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V. NOTES ON RECENT WORK BY GUSTAFSON AND SA'lliER

K. Gustafson and D. Sather [lJ have proposed recently to use,

in the general line of Cesari t s bifurcation process of Part III,

monotonicity conditions instead of contraction on the underlying

operations. The basic results of Minty and Browder then could be

used in conjunction with a process which is similar to the one of

Part III above.

With Gustafson and Sather we consider here an equation of the

form

(L - A)W + T(w) o , w€H , ( 1)

where H is a real Hilbert space, and Land T operators, for which

the following initial assumptions are made:

(ta) L is ' a linear self-adjoint operator (in general unbounded) in

a real Hilbert space H such that the lower part of the spectrum

S(L) consists of a nonempty set of isolated eigenvalues Al <.

A2 < ... < Am' each of fini te multiplic.ity • The behavior of the

upper part of the spectrum (let. 1 denote its lower bound, 1 < 1)
m

is unrestricted, i.e., it can have continuous parts.
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(L2) L is of the form L = A + B where A is self-adjoint and posi-

1/2 1/2tive, B is syemetr i c , D(B):) D(A), and D(A + B - "'1) = D(A ).

(Tl) T (in general, nonlinear and unbounded) is single valued,

D(T):) D( A
l
/

2
) and T is a monotone operator on D( Al / 2) , that is,

(T2) T satisfies a local Lipschitz condition on D(A
l / 2) of the form

IIT(Wl) - T(w2) 11 ::; Q(lwll,lw2",p(wl)' p(w2)) "wl -w2", where p is a

seminor~ defined on D(A
l
/ 2 ) , and Q: E4 + [0,+00) is a given func-

tion which takes bounded sets into bounded sets.

The use here of both a norm II II and a seminorm p is similar

to the use of both the square norm and the sup norm in the process

in Part III.

and let P be the

Let N = u~ N("') where N("'i) is the null
1=1 i

.L
orthogonal projection of H onto N , the ' orthogonal

complement of N. Then weH can be written in the form w = u + v with

.1. _
ueN and veN , and u and v are uniquely determined. Since N is a

reducing subspace of L, equation (1) is equivalent to the system

(L - "')v + PT(u +v) = 0, ( 2)

°,
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ni
i i

where u = Ej=l CijU j is the projection of u = (I - p)w onto N(~i)'

i i
Here (ul".~'u ) is any orthonormal basis for N(~.) and then

ni 1

i
Ci j = (u,uj). The process, analogous to the one in Part III, nrni

.J.
consists of first solving equation (2) for v = v(u,~) in N , and

then solving equation (3) for u = y(~) in the finite dimensional

space N.

K. Gustafson and D. Sather first establish the existence of a

solution v = v( u,~) of equation (2). Then, they establish sui table

cont i nuous dependence properties under the additional hypothesis

on T:

(T3) There is a constant c > 0 such that the seminorm p satisfies

1/2
pew) ~ ciiA wll for all w€D (A) •

Finally the same authors discuss the bifurcation equation under the

further simplifying assumption (T4) T(O) = O.

Reference for Part V
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VI. NOTES ON WORK BY LANDESMAN AND LAZER

Let D be a bounded domain in E , and let
n

L i: ~a. ~
i,j=l ax. lj dx:.

1 j

be a second order, self-adjoint uniformly elliptic operator on D,

precisely; a
i j

= a
j i,

i,j = l, • • • ,n, all a
i j

are real bounded

measurable functions on D, and there is a constant c > 0 such that

We consider here, with E. M. 'Landesman and A. C. Lazer [1] the

problem of existence of weak solutions of the nonlinear boundary

value problem

Lu + au + g(u)

u(x)

hex)

a

in D ,

on On ,

( 1)

Here h is a real function inL2(D), a is a positive constnat, and g

is a real valued function which is bounded and continuous on the

r eal line. We assume that the linear homogeneous problem

Lu ,+ au

u(x)

o

o

in D ,

on On ,

( 2)
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has nonzero generalized solutions, but we do not assume that his'

orthogonal to the solutions of (2) with respect to the. usual inner

1
product (u,v) in L

2(D).
We denote as usual by H

o
the Sobolev

space of the functions u(x), xeD, with first order partial deriva-

tives u
j

= Ou/Ox
j

all u, u
j

e L
2(D),

j = l, ••• ,n, and u = 0 on

00.

1
(VI.i) (E. M. Landesman and A. C. Lazer [1]) Let weH be a

o

nontrivial w'1ak solution of (2) and let us assume that every

solution of (2) is of the form cw, c real. Let g be a real valued

~ntinuous function on the real line, possessing the two finite

limits g(-oo), g(+oo), and such that g(-oo) < g(s) < g(+oo) for all

real s without assuming monotonicity. Let h be an element of L
2(D)

+
and let D

inequalities

[xeDlw(x) > 0], D- = [xeDllw(x) < 0]. Then the

< g(+oo) fD+ Iwldx - g(-oo) f _ Iwldx- D

1are necessary and sufficient for the existence of a solution ueH
o

to problem (1).

If instead g(-oo) ~ g(s) ~ g(+oo) for all s, then the same

inequalities (3) are still necessary for existence. The strict
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inequalities in (3) are then suffic ient for existence.

In both cases the proof of the suffic iency in Landesman's

and Lazer's paper "makes use of a technique similar to the one by

Cesar i in Part III above.

Reference for Part VI

[1] E. M. Landesman and A. C. Lazer, Nonlinear perturbations of
linear elliptic boundary value problems at reasonance. J. Math.
Mech. 19, 1970, 609-623.
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VII. NOTES ON RECENT WORK BY NIRENBERG

In the last years the Leray-Schauder degree theory has been

extended under various hypotheses to mappings T: X + Y from a

Banach space X into a Banach space Y, in particular from a Euclidean

space E into a Euclidean space E , n > m.
n m

If we consider a map

y = T(x) , x€E
n

y€E ,
m

n>m

and we ask for a solution of the equation T(X) = 0 in a solid

sphere B in E of center the origin, again the topological degree
n

approach may yield essential information. We shall assume below

that T(X) f 0 on dB.

The topological degree technique yields conditions on the

boundary values T of T on B, which ensures that for every extension
o

T of T inside B the equation T(x) = 0 has always solutions in the
o

interior of B.

Having assumed T(x) f 0 on dB, we may consider the normalized

II II ' n-l m-L
map ~(x) = T (x)/ T (x) mapping from oB = S into S •

o 0

(VII. i) A necessary and sufficient condition that for every

continuousext.ension T.of the (continuous) map T the equation
o
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T(x) = 0 is 'alway5 solvable in B is that the homotopy class of V

be nontrivial.

Note that the homotopy group of all continuous mappings

n-l n-l
S ... S is the group of integers (and indeed the topological

degree is an integer). The homotopy group of all continuous mappings

n-l m-l
S ... S ., n > m, may have a quite different structure, and may

be not trivial. For instance, H. Hopf discovered that there are

3 2nontrivial maps S ... S. We refer here to work of A. S, Svarc

[5] K. Geba D], K. D. Elworthy [1], D. D. Elworthy and A. Tromba

known nethods to determine if a gi ven map V:

[2]. Unfortunately, the homotopy groups of all continuous maps

n-l m-l
S ... S are very difficult to determine, and there are no

n-l m-l
S ... S is

.,m-l
... S

nontrivial. Moreover one of the theorems below requires the use

n-l
of the concept of stable homotopy class of a given map S

n-lconcept which is introduced by "suspension" of the spheres S

m-land S into structures of higher dimensions.

Nevertheless the following results are far reaching extensions

of Landesman's and Lazer's theorem above.

Let L be a linear elliptic partial differential operator of

even order m acting on scalar functions satisfying coercive boundary

conditions Bu = 0 on do expressed i n terms of m/2 differential
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operators of order m. Then, the operator L acting on such functions

is of Fredholm~ype, that is, has finite dimensional null space,

ker L, of dimension d, and closed range in a suitable function space

of finite codimension d* = dim ker L; the index of L is then ind L =

d - d*.

We cosider here with L. Nirenberg [4] the boundary balue

problem

Lu
I

g(x,u) in D , Bu = 0 on dD , ( 1)

with g(x,u) continuous in DxEl having limits as u + +00 and u + -00

which we"denote h+(X) and h_(X), respectively. We assume that the

limits g(x,u) + h+(X) as u + +00, and g(x,u) + h_(x) as u + -00

occur uniformly on D.

Concerning the homogeneous problem, the following assumption

is made:

(h) The only solution w of

Lw = 0 in D , o on ·dD ( 2)

which vanishes on a set of positive measure in D is w = o.

The solutions to problem (1) (if any) are to be understood as

functions belonging to H , that is, having derivatives up to order
mp
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m, the order of the operator L, all in L for every p < 00. Only
p

the two cases ind L =0 and ind L > 0 are t aken into considerat ion

below.

The conditions below wi l l be expressed in terms of f unct i ons

Wl"",Wd spanning ker L, that is , satisfy~ng (2) , and funct ions

, , i th L th 1 1 t f th f Lwl"",w
d

spann ng e 2-or ogona comp emen 0 e range 0

act ing on functions satisfying t he boundary conditions Bu = 0 on

D. We as s ume that "t he coefficier.ts of L and of the boundary condi -

ti ons are smooth; consequently, we may choose t he w. and w' as smooth
1 j

funct ions. Having chosen such functions we define a map

as f ol l ow s . For a unit vec tor a = (a , ••• ,a ) in E denote by a' w,
1 d d

T .(a)
oJ "

J h w'dx + J h w' dx ,
a'w>O + j a'w<O - j

j 1 , ••../d * •

We assume that T (a) never vanishes, that is, T (a) f O f or;al l
o 0

d- la e8 , and that the mapping T is con tinuous. Finally, we ' def ine
o

as usual

1II(a) T ( a )/ ] T (a) II •
o 0
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(VII.ii) Suppose ind L = 0, and condition (h) holds. If the

d-l d-l
map~: S ~ S has topological degree different from zero,

then problem (1) has a solution.

(VII.iii) Suppose indL > 0 and condition (h) holds. If the

*d-l d-l
stable homo~opy class of the map V: S + S is nontrivial,

then problem (1) has a solution.

For proofs and details we refer to L. Nirenberg [4].
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OSCILLATIONS IN NEUTRAL FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Jack K. Hale

Some time ago [1], the author announced a result on the

Fredholm alternative for the existence of periodic solutions of a non-

homogeneous linear n~utral fUnctional differential equation (NFDE).

In this paper, we indicate a proof of this result and, at the same time,

use the ~ethod of proof to give a brief survey of some recent develop-

ments in the theory of NFDE which have applications far beyond the

problem of periodic solutions.

+ nLet R = (-~,~), R = [O,~), E be any n-dimensional linear

vector space with norm 1,1, C([a,b],En) the space of continuous fUnc­

tions from [a,b] to En with the topology of uniform convergence.

For a fixed r ~ 0, let C = C([_r,O],En) with norm Icpl =

sUP_r<8<olcp(e)1 for cp € C. If x € C([a_r,a+A),E
n)

for some A > 0,

let xt € c, t € [a,a+A) be defined by xt(e) = x(t+e), -r ~ a ~ 0.

Let D,L: C -+ En be continuous linear operators,

°IIp f [dT] (a) ]cp (e)
_r

(1)
~

= cp(O) - E ~CP(-'"'k)'
k=l

°f A(e)cp(e)dG
-r

where T] is an n X n matrix function of bounded variation, A(e) is

an n X n matrix integrable on [-r,0], the ~ are n X n constant
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matrices with L. < I~I ~° as E ~° and °< 1"k .s; r . For no­T
k

E

tational purposes, there is an n X n matrix ~ of bounded variation

on [-r,O] such that

o
(2) D:p = ep(O) - J [~(e)Jep(e).

-r

A linear homogeneous NFDE is a relation

(3) d
<It Dxt = Lxt

A solution of (3) is a continuous function x on same interval [-r,A),

A > 0, such that DXt is continuously differentiable and satisfies (3)

on (O,A). For any ep e C, there is a unique solution x = x(ep) of (1)

on [-r,~) such that Xo = ep and this solutionis continuous in

+ +(ep,t) e C X R (see [2]). If T(t,D,L): C ~C, t e R, is defined by

(4)

+then T(t,D,L), t e R , is a strongly continuous semigroup of linear

transformations.

Let CD = {ep E. C: DOep = OJ. This is a closed subspace of the
o

Banach space C and T(t,Do'O): CD ~ CD Let the spectral radius of

° °
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The operator DO is said to be stable if ~ < 0
o

(see [8]). Note

that T(t,DO'O) I CD is nothing but the semigroup of linear trans­
o

formations corresponding to the solutions of the homogeneous difference

equation

The operator ,DO is stable if the zero solution of (6) is uniformly

asymptotically stable. Also, note that ~ = _00 if DOCV = CV (0);
o

that i s , DO is the operator corresponding to the usual retarded

functional differential equations.

For a fixed ro> 0, let 9 = (x € C«_oo,oo),En) : x(t+ro) =ro

x(t),t € R} and 1:Q' = (H € C« _oo,oo) ,En) : H(O) = 0 and there is anro

ncvector a and h € Pro with H(t) + at + h(t)}. For any H € Mro'

H(t) = at + h(t), h € Pro' we let IHI = lal + sUPt€[o,ro]lh(t)l . The

theorem on t he Fredholm alternative for periodic solutions can now be

stated as:

Theorem 1. If DO is stable, H € ~ro' then the equation

(7)

has a solution in 9 if and only ifro

(8)
rn

J y(t)dH(t) 0
o
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for all ~period.ic row vector solutions y of the "adjoint" equatiop

d 0
OX [yet) - J y(t-e)~(e)]

-r

o
-J y(t-e)dTj(e).
-r

Furthermore, there is a continuous projection operator J: ffI ~ ffI
ill ill

such that the set of all H satisfying (8) is

a continuous linear

solution of (7) for

operator.5e: (I-J) til ~
ill

each H € (I-J) til .
ill

9
ill

(I-J) ffI and there is
ill

such that 5e'H is a

It is part of the conclusion of Theorem 1 that the integral

in (8) is well-defined even though H is only continuous.

It ·is also possible to explicitly describe the operator J

and in doing this we will also rephrase the entire problem in terms of

the soluti.on of an operator equation in a Banach space. This terminology

makes clear the relationship of the above theorem to the general problem

of solving functional equations.

Let A: 9 ~ VI be defined by
ill ill

(10) Ax(t)
t

Dx
t

- Dx
O

- J Lx ds ,
o s

It is clear that A is continuous, linear and, furthermore,

that the null space )teA) consists of the solutions of the homogeneous

equation (3) in 9. It will be shown below that J1G(A) is finite
ill

dimensional and there is a continuous projection s: 9 ~ 9 such
ill ill

that ~(A) = S~ . Theorem 1 implies there is a continuous projection
ill

J: VI ~ ffI such that the range ~(A) satisfies ~(A) = (I-J) ffI
ill ill ill
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and that A has a bounded right inverse Ye. Furthermore, Ye will be

uniquely specified if we require that J Ye = O.

If U = (cpl" "'CPd) is ' a basis for the (J)-periodic solutions

of (3), V = col(Wl, . .. ,Wd) is a basis for the (J)-periodic solutions of

(9), and ' denotes transpose, then S,J can be defined as

(11)

Sh • u~IDU' (,jU(,)j -1 (U' (')h(')'"

JH( t) ~... (s>1 ~IDV(, )v'-: (V(,)dlI(') .

Before pr oceeding to the proof of the theorem, we remark that

Theorem 1 allows one to immediately apply the usual theory for perturbed

linear systems to equat ions of the f'orm

(12)

where G(' ,cp) € !f/ , F(· ,cp) € 9 for each cp € C. In fact, if we de-
(j) (j)

fine the operator A as before and define N: 9 --+ 111 by
(j) (j)

(13)
t

Nx(t) = G(t, xt) - G(O,xo) + J F(s, xs)ds
o

then equation (12) has a solution x i n 9 if and only i f
(j)

(14) Ax = Nx
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which by Theorem 1 and the above remarks is equivalent to

x = Sx + .5t'(I-J)Nx

(15)
JNx = o.

One can now apply the theory of [9] to obtain sufficient

conditions for the existence of ~periodic solutions. In particular,

if G = EG, F = ~, where G(t,~), F(t,~) are continuously differ-

entiable in ~ and E is a real parameter, and there is ad-vector

bO such that

(J)

A(b) f V(s)[dG(s,U(s)b) + F(s,U(s)b)ds].o .

then there is an EO > 0 such that equation (12) has an ~periodic

solution X(bO,E), 0 ~ lEI ~ EO' continuous in E and x(bO'O) = DbO'

We now proceed to give two methods of proving Theorem 1, the

first methbd ~ill have general applicability to the discussion of the

local theory of nonlinear equations and the second is applicable to

more -general, boundary value problems. Basic to both approaches is the

following:

Lemma 1 [3]. There exists a continuous linear map 1jr: C ~ CD and a
o

family of maps Tl(t,D,L): C ~C, completely continuous for each t ~ 0,

such that
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(16) T(t,D,L)

From a general result on linear operators (see [4,5J), Lemma 1

implies the following: for any fixed a > ~ , all elements ~(t) in
o

the spectrum a(T(t,D,L)) of T(t,D,L) with 1~(t)1 > eat belong to

the point spectrum, the number of such ~(t) is finite, the generalized

eigenspace of each ~(t) is finite dimensional, and there exists sub-

finite

re-

p~(t)

T(t,D,L)

"-

spaces p~(t)' p~(t) invariant under T(t,D,L) with

dimensional, C = p~(t) ffi P~(t) and the spectrum of

stricted to p~(t) is a(T(t,D,L))\{~(t)}.

If DO is stable, then, in particular, there can be only a

finite number of elements of the point spectrum of T(t,D,L) with

modulii equal to one. Thus, there can be at most a finite number of

~periodic solut~o~s of (3) and this implies the existence of the pro-

jection operator 5 mentioned above with -X(A) = 59.
(I)

Furthermore, DO stable implies only a finite number of ele­

ments of the point spectrum of T(t,D,L) with modulii greater than or

equal to one. The theory in [2J now implies one can decompose C as

C = P ffiQ where P,Q are invariant under T(t,D,L), a(T(t,D,L)IQ) =

a(.T(t!D,L)) n {A.: IA.I < l}, P finite dimensional and P,Q are de-

termined in the following manner. A number A. is said to be a

characteristic value of (3) if
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Let DO be stable, A = (A.: det l:>(A.) : 0, Re A. ~ O} and ~ = (q>1'" .,q>p)

be a basis for the initial values of all solutions of (3) of the form

'Kt
L pk(t)e ''K t A, Pk(t) polynomials in t, and ~ = C01(~1" "'~p)

a basis for the corresponding solutions of the adjoint equation (9) of

-'Kt
the form L qk(t)e ''K € A, qk(t) polynomials in t . Let

o e
(a,q» = a(O)nq> + J J a(s-e)[djJ(e)]q>(s)ds

-r 0

o e
- J J a(s-e)[dTj(e)]q> (s)ds

-r 0

and (':1:',4» = (~j,q>k)' j,k = 1,2, .. . ,p. Then (':1:',4» is nonsingular and

may be taken to be the identity. It follows from [2] that

C=PEBQ

(18) P = (q> € C: q> = ea for some p- vector a)

Q = (q> € C: (':I:' ,q» = O}.

Thus, any q> € C can be written as q> = q>P + q>Q, q>P = 4>(':I:',q», q>Q =

Pq> - q> € Q.

Since P is invariant under T(t,D,L), there is a p X P

Etconstant matrix E, aCE) = A such that T(t,D,L)4> = ~e . Also, from

[2], ~(e) = ~(O)eEe, -r ~ e ~ o.

Another fact that is needed is the variation of constants

formula. It is shown in [6] that there is an n X n matrix X(t),

-~ < t < ~, of bounded variation, continuous from the right, X(t) = 0,

t < 0, X(O) = I satisfying



- 107 -

J . K . Hale

t
J L(X )ds + I, t > 0° s

such that, i f X
t

d;f T(t)X
O

' the initial value problem for (7) is

equivalent to

t
(19) xt = T(t)~ + J T(t-s)XodH(S) .

o

If one now defines X~ = ~(~,Xo) = ~~(O), x~ = Xo - ~, then xt =

~y(t) + x~

(20)

ilnplies

~ [y(t) - ~(O)H(t)J = Ey(t)

Q Q t Q.
xt = T(t,D,L)~ + J T(t-s,D,L)XOdH(s)

°
where all integrals are to be interpreted as regular integrals in En

for each e in [-r,OJ.

Since the spectrum of T(t,D,L)IQ lies inside the unit

cir cl e, there are positive constants K,a such that IT(t,D,L)IQI <

-at 6Ke ,t ~ O. Therefore, it follows from [ J that one can also suppose

K,a are such that IT(t,D,L)X~1 ~ Ke-at, t ~ 0. Thus, there is a

unique ~Q = ~Q(H) continuous and linear in H such that the solution

x~ of the second equat ion i n (20) is ~periodic in t . If H(t) =

at + h(t), a E En, h E ~, and z(t) = y(t) - ~(O)h(t) in the first
(J)

equation of (20), then the existence of an ~periodic solution is

equivalent to the existence of an ~periodic solution of the ordinary
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di fferent ial equat ion

(21) dz (t )
~ = Ez(t) + E~(O)h(~) + ~ (O )a .

A necessary and sufficient condit ion for the ex i s tenc e of an arper iodic

so l ut ion of (21) is well-known from or di nar y differential equat i ons.

Checking t h i s condition and proc eeding as in [10 ] f or retarded functional

diffe rential equations, one compl etes the proof of Theorem 1.

A second proof can be obt a ined fr om the general theory of two

po in~ boundary- value problems developed in [7]. We summarize the theory

fo r ~he autonomous case although the nonaut onomous case is also treated

i n [7 ] .

For the statemen~ of the principal results on boundary va i ue

problems , some care is ne ede d in t he specification of the continuit y

pr oper t i es of the functions ~,~ in (1), (2). Without loss in

gener a l i t y , one can suppose both ~,~ are continuous fr om the left

on (-r,O), vanish on [O,~) and are equal to their val ues at e -r

on ( -~,-r]. Let BO he the space of funct ions ~: [-r,O] ~En* (the

space of n-dimensional row vectors) which are of bounded variation on

[-r,O], continuous from the left on (-r,O) and ~(O) = 0 . We identify

BO with the conjugate space of C with the pairing

( ~ ,Cj) ) °J [d~(e)JCj)(e),

-r
~ € ~O' cp € C.

Wi t h ~, ~ normal ized as above, the adjoint equation (9) as
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an equat i on for functions of bounded variation can be written as

y(s) - J [dy(a)]~(s-a) + J y(a)~(s-a)da = constant .
s s

(22)
DO DO

It is then not difficult to pr ove that for any t € R, ~ € BO' there

'n*is a unique y: R ~E of bounded variation on finite interva l s,

continuous from the left such that Yt = ~,y vanishes on [t,DO) and

(22) holds for s < t - r. If this solution is denoted by y ( t ,~ ) and

y~(e) = y(s+e), -r < e < 0, y~ (O ) = 0, then y~ (t ,~ ) € BO for each

s < t.

Let n: B
O
~ B

O
be the quasini l potent operator defined by

(23 ) n~(e) ° °-J [d~(~)]~(e-~) + J ~ (p ) ~ (e -~ )~ ,
e e

-r < e < °- - ,

Suppose V is a Banach space, a < T ar e given real number s

M,N~ C ~V . are l inear operators with domain dense in C and y E V

is fixed. Let v* be the conjugate space of V and M*,N* the ad-

joint operators of M,N, respectively . The boundary value problem (I)

is to find a solution of (7) satisfying

(24 ) Mx + Nx
a T

y .

Theorem 2 . For boundary value problem (I) to be solvable, it is

necessary that
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(25)
or

f y(s)dH(s)
a

-(w,r)V

for all solutions y,W of the adjoint problem: W € v*, y satisfies

the adjoint equation (22) on [a-r,or-rJ and z~ = (I+O)-~W,

zO = (I+O)-Yw .or

If ~(M+NT(or-a» is closed in V, this condition is both

necessary and sufficient.

To apply this result to the proof of Theorem 1, let V = C,

M= -N = I, r = 0, a = 0, or = roo The boundary value problem (I) is

then to find a solution of (7) with Xo = x
ro

' To show ~(I-T(ro,D,L»

is closed observe from Lemma 1, that I - T(ro,DO'O)w has an inverse

so tbat

I -T(ro,D,L)

Since Tl(ro,D,L) is completely continuous, it follows that this range

is closed. Thus, (8) is necessary and sufficient for the existence of

an zo-pez-Lodac solution of (7). This characterizes the range of the operator

A in (10). Since it aiso is shown in [7J that the dimension of the space of

ID-periodic solutions of the adjoint equation is the same as the dimension of.
the space of ID-periodic solutions of (3)" and, thus, is finite, there exl stS

a continuous projection operator J: j;g ' -+ dI such that ~(A) = (I-J)~ .ro ro ro

It follows that A has a bounded right inverse Ye and Theorem 1 is

proved.

Incidentally, the above argument applies equally as well to show

that M + NT(ro,DO'O) nonsingular implies ~(M+NT(ro,D,L» is closed.
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Etant donne un systerne physique on en fait un modele , g~n~raJ erne'

en pr-ocedant comme suit, voir [7J , [8] :

On se donne un e space '('; dont les points sont ceris e s r-epre sente r

les temps. Appelons ~~que tout intervalle de l'espace des temps .

On se donne un espace ~ dont les points sont censes repr-e senter

les etats . Appelons c!~Jlla~~~~~~ toute application def'ini e sur une

epoque , a valeurs dans Po.
On se donne operateur T defini sur l' ensemble des deplacernent s

a valeurs dans cet ensemble . On appelle solution de l'~quation

If = T f
un deplacement f ver-ifrant

f Tf

E

E est appelee equatton r-egi asant Ie systerne . Une solution fest appe­

Ie e souvent un mouvement du systerne.

En gener-al l'espace des temps C; est la droite r eeIle ou l'ensemble

des entiers . La droite r~elle est prise comme espace des temps en

Mecanique , Eleotr-Lcite etc. L' ensemble des entrens est pris comme

espace des temps, dans des domaines ott l.'etat ne peut etre d~t1m

qu' en un certain nombre de points discret . On rencontre principalement

cet e space des temps en Economie; par exemple l'~tat du stock d'une

entreprise est defini tous les jours a 18 heures , l'~tat de l a Bourse

est def'ini tous les jours a 18 heures, Ie bilan d'une entreprise est

defini tous les ans au 31 janvier. On choisit aussi -quelquefois l'ensem·

ble des 'nombres entiers comme espace des temps dans des s ysternes

a caractere per-iodique , Sans entrer dans Ie detail de ce que nous
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entendons par Ia , ce sont des syaternes pour lesquels il suffit d' exami­

ner l'l!tat a des intervalles r-egulre r-s pour pouvoir connatt r e les etats

en tous temps . Les systemes pour lesquels l'espace des temps est la

droite r-ee lle sont appele s systemes continus .

Ceux pour lesquels c' est I ' ensemble des entiers sont appele s systernes

discrets .

L' espace des etats 1t peut etre espace de dimensionfinie ou infi­

nie. Avant de donner quelques exemples, disons que l'l!tat d'un objet

m a te r-i e.l depend essentiellement du point de vue duquel on Ie regarde .

Ainsi en Mecanique si l'on etudie Ie pr-oblema de la chute d'un corps

dans Ie vide sur une terre supposee plate, on pourra prendre comme

Nat son altitude et sa vitesse de chute, c' est a dire un espace des

et a t s ~ deux dimensions . Si l'on l!tudie ce pr-oblerne dans I'hypothese

d'une terre en rotation on devra prendre un espace des temps a six

dimensions . Si on des i r e prendre en compte l'l!chauffement du a l'air

a m bi a nt il faudra ajouter des dimensions supplementa ir-es pour la tem­

per-atur-e. Nous a vons do nne des exemples d'espace detats en Macani­

que. Donnons des e xe m ples dans d'autres domaines OU l'espace des
. 2

etats sera llR ou 1IR. Dans une r-eaction d'l!quilibre chimique, A donne

B, B donne A , l'l!tat sera Ie couple (x
l,x2)

oti Xl est la dose de A et

x
2

la dose de B. Dans un p robl.erne d'~quilibre biologique entre deux

e s pe ces A et B , OU A mange B, (mai s si A est rare, B pertcltte) ,

l' etat sera (x I' x
2)

ou x I est la densite de population de A et x
2

la

densite de population de B . En sociologie dans une population compor­

tant une population A de de Ii.nquant s et une population B deducateur-s ,

l 'Nat sera Ie couple (xl' x
2)

OU Xl est la denait e de A , x
2

la densrte

de B. En economra .T'etat d'une entreprise sera la s ituation de son bi­

Ian t ous les premiers du mois etc. Les espaces de dimension infinie

se rencontrent surtout dans l'(!tude des milieux continus . Par exemple

dans Ie pr-oblerne de la vi b r a tion d 'une corde de longueur L , l' (!t a t s e ­

ra une fonction u defirrie sur [6 , 1J a valeurs dans lIR qui au point
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d'abcisse x .fait correspondre l'ordonnE:!e ulx). Un mouvernent

o L

au sens OU nous l'avons dit est done une application If defirii.e sur

une epoque et qui ll. chaque temps t fait correspondre un etat

u =f(t). Dans un pr-oblems tel que L'etude de la pression acoustique

dans une enceinte fe rmee n, l'~tat pourra etre la fonction qui a cha­

que point de n associe la pression acoustique . Dans ces deux exemples

on voit que l'~tat est une fonction. Dans Ie premier cas l'espace des

etats est l'espace des applications continues de [o,L] dans IR ; dans

Ie second c'est l'espace des applications continues de n dans IR ;ce

sont des espaces de di-nenston infinie.

En ci qU.L concerne l'E:!quation r-egi asant Ie systerne , nous nientr-e­

rons pas dans Ie detail . Nous l'avons ~crite pour fixer l e s idees

If = T ~. On peut toujours mettre sous cette forme t re s genera.le une

relation entreune ou plusieurs der-ivees d'une fonction. Ce sont de

telles relations que l'on rencontre dans les pr-oblernes usuels que nous

avons en vue: par exemple la loi de Newton ou les ~quations de Lagran­

ge en Mecanique , les lois de Kirchoff en Electr-icite , la relation d'Helm ...

hotz en Accustique etc.

On peut noter encore q'il est possible de faire plusieurs ro odeles

equivalents du point de vue rna'themat.ique , n est possible di!. simplifier

l'espace des etat s en compliquant l'E:!quation r e gi s sant Ie systeme et

Inversement. Par exemple si g:t est de dimension finie et si T corre­

spond a une ~quation diffe rentf.el.le a retard ou d'un type her-editair-e

ou peut faire un model.e equivalent en rendant n de dirnenston Infiriie

et -en . prenant un T correspondant a un syaterne dynamique . Pour don­

ner un exemple plus simple conside rons une m asse de valuer .1 spumi-
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se a l'action d 'un ressort de rappel de dur-ete 1. Si x(t) est la posi ­

tion du centre de gr-avite de cette masse au temps t , on a pour tout

temps

x (t) y(t)

Y(t) -x(t)

c'est a dire qu'on prendra un espace des etats a deux dimenaions "et

que Ie systerne sera r~gi par une equation diff'er-entiefle ordinaire.

On peut ecrire aussi

x (t) x (t )
o Jt

t x
(s) ds

o

On prendra un espace des etats a une dimension et 'Ie systerne sera'

r e gi par une equation differentiel.le fonctionnelle .

Une pr-ernier-e etape dans la connaissance d 'un aysterne physique

consistait done a en faire un modele. Cette prernier-e ~tape ne conduit

au succes que si l'on sait tirer des consequences mathemattques ien

etudiant ce modele et donner des pr-opr-ietes des solutions qui sont'

censees r-epre senter les muovements du -s yat e rn e physique.

Une deuxieme ~tape consiste a se demander s'H est possible d'as­

sujettir certains par-ametr-es du systems a evoluer' selon certaines

fonctions que l'on appellera commandes , de telle sorte que les mou­

ve m e nt s soient des fonctions donnees a L'avance. On' peut alors faire

un modele de ce systerne comme suit, modele que l'on appelle proces-

sus .

On se donne un espace b dont les points sont cens es r-epr-e senter

les temps.

On se donne un espace lft dont les points sont cenaes representer

les etats. Appelons reponse (au lieu de deplacernent) toute application

definie sur une epoque ll. valeurs dans ~ L' ensemble des r-eponses
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sera denote :R.ep

On se donne un espace A dont les points seront appeles ~dres.

Appelons com_~r.de toute application defiriie sur une epoque ~ valeurs

dans 1\.. L'ensemble des commandes sera denote /\.~?

On se donne une application T definie sur ~l:!px~P~ valeurs dans

.1tep On dit qu June reponse fest une solution pour la commande c de

I I equation.

If = T (~, u) E

ou plus simplement que fest une r-eponse donnee par la commande c

si

f T (f,c)

Dans un tel modele , les espaces b et !R. sont ceux dont nous avons

par-le pr-ecedernment .

L'espace des ordres /\.. est l'espace dans lequel prennent les va-.

leurs les par-ametr-es du systeme sur lesquels on agit. En Mecanique ,

l'ordre pourra etre une force exer-cee sur Ie systeme ; en Electricit~,
. .

l'ordre pourra etre une tension' appl.iquee ~ un H~ment d'un circuit; en

Chimie, l'ordre pourra etre une temper-atur-e irnposee a. un melange .

En theor-ie des systbmea commandes , deux types de pr-oblemes se

posent, que nous allons exposer br-i evernent. Parmi les mouvements

que l'on demande au systeme de suivre, il y en a une classe importan­

te : on demande au mouvement d'etre tel qua un instant initial l'l:!tat

ait une valeur prescrite et a un instant final il ait une valeur prescri..:
, .

te elle aussi. Le pr-obleme qui consiste a trouver une commande per­

mettant de faire passer Ie systerne d'un etait initial a. un etat final est
,

Ie pr-oblerne de Itacceastbtltte. En gener-al s'il a une solution elle n'est

pas unique. Supposons que l'on se donne une application qui ~ tout cou­

ple r-eponsevcommande fasse correspondre un nombr-e r~el positif que

L'on appelle Ie coflt (pour Ie couple r~ponse-commande). Le problema
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qui consiste a choisir parmi les couples r-eponae . commande permet­

tant de faire passer; Ie s ysteme d 'un etat a un autre celui qui a Ie

coiit Ie plus faible est un prob lern e de commande optimale .

On peut mentionner enfin un dernier problerne . Soit un processus

et ~ une application de l'espace des etat s :It, dans un espace s

appele e space des ~tat~-9!?~erv~? Appelons alors les commandes,

entr-ee s , et x etant une r epons e donnee par une entr-ee u s appelons

x la sortie donnee par u. On dit que Ie systerne est completernent

observable si , x et x' etant deux sorties donnees par une meme en­

tr-ee.
it 0 x 1tax' x x'

Dans ce cas a chaque entr-ee u on peut faire correspondre la sortie

1{,ox OU x est la r eponse donne e par u (ver-ifiant des conditions ini­

tiales donnees) . L'application qui a u fait correspondre ~ e x est appe­

le e fonction de transfert (gener-alfsee) . Un premier problems consiste,

etant donne un processus a trouver cette fonction de transfert . Un au­

tre problema consiste, etant donnee une fonction de transfert, a trou­

ver explicitement Ie processus S admettant cette fonction de transfert ,

c'est a dire a trouver qr, et T . C'est Ie problerne de I'identification,

qui est r e solu avec succes principalement dans Ie cas des systernes

Iineaire s.

Pour limiter Ie sujet et pour traiter les systemes qui s I apparen­

tent Ie plus a ceux de la Mecanique non Iineai r e , au sens traditionnel,

nous t r'atte rons seulement les eystemes r egis par des ~quations diff'e­

rentielles ordinaires. Nous delais serons les systernes discrets qui sont

du ressort des theor-ies de Ia programmation dynamique ; les systemes

r~gis par des equattons diffe r-entie llee fonctionnelles et par des equa­

tions aux der-ivees partiellcs quoique ceux- ci puissent rentrer dans Ie

cadre d'une formulation plus genet-ale que nous adopterons a Ia fin ;

les systemes stochastiques .
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On appellera processus r~gi par une equation diff'e r-errti el.Ie ordi­

naire un sextuplet S = ('0 , S? , ./\. , 1,L, ...ft, ,F ) OU '0, ~ ,1\, ctI.­
sont des espaces• .)(,un sous ensemble de '6 x en x /\, F une applica-

tion def'i ni s comme suit

'6 est la droite r eeIl.e. On l'appelle ici eSEac~-5!es~e!E-p~ Ses

point sont les .!.~mp~. Nous appelons ~Eoque tout intervalle de L'espace

des temps. Si l'~poque ne contient qutun seul point nous disons qu' e lle

est degeneree . Dans la suite il ne sera pas utile de consrder-er ces

epoques et quand nous lirons "epoque" il faudra lire " epoque non de­

gener-ee " .

n est un espace de Banach appele ~space des~etats: S" s points

sont les etats . On appellera r~ponse toute application d4!>finie sur une

epoque , ~ epoque et prenant ses valeurs dans n.On denot era :'tIl'en­

semble des r eponses .

.I\. est un espace de Banach que nous appellerons espace des o~

dr~~ ;:>es points sont les ordres . On appellera commande toute appli­

cation def'inie sur une epoque , ~ eponue , et prenantses valeurs

dans A . On d~notera/\~ll.'ensemble des commandes.

Parmi les commandes, par un choix prealable , on en distmgue de

particulieres qu'on appelle commandes admissibles . rU.est l'ensemble

des commandes admissibles. Par exemple 4L peut etre l'ensemble des

commandes r-eglees , ou des commandes continues par morceaux,ou des

commandes continues, ou des commandes constantes par morceaux .
~

vM, est un sous ensemble de b x ~ X A.
Fest une application de J1, dans ~ . On lui demande de plus que

quelle que soit c E 11, depoque I , et f r-eponse continue d'epoque I

ve r.ifiant (t,f (t), c (t))evU,pour tout temps t de I ,l'appljcation de I

dans :R, , t ~ F (t, f (t), c(t)) admette une primitive .
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On dit qu 'une r eponse fest une solut!.~r.!_~~nn~e....Ear-l-a co_mmandt:._

£_~~ I' equa!io~ E.

X (t) F (t , x(t), u(t))

on encore , est une .repo~s e du~~ess~~onnee par la commande c si

c est une commande admissible ;

ii I' epoque de fest e gale a I' epoque de c ;

iii pour tout temps t de I.' epoque de f , (t , f'(t} , c (t)) € ~;

iv fest continu ; .
v f est differentiable presque par-tout. f'(t) denotera

la de rtvee de ' f au point. t ;

vi l'~galit~ suivante est vrai presque .partout .

f'(t) = F'(t , f'(t}, c(t))

E s'appelle equation r e giasant Ie processus .

DMinition On dira qu 'une r-eponse f passe un point (8, y) de c; x %
si son epoque contient 8 et si f(8)= y . Si 8 est Ie m inimum de l'~po­

que on dira que f commence en (8 , y). Si 8 est Ie maximum de l'~po­

que on dira que f se termine en (8 , y). On emploiera des expressions

analogues avec les commandes ; c passe par, commence par, se termi­

ne en (8, A) point de (; x.1\. ,

Definition : On dira qu'une r eponse fest une solution donnee par

la commande c de l'equation (JE)(8, y) si

c est une commande admissible

ii

iii

l'epoque de c est egale a L' epoque de f ;

pour tout temps t de l'~poque de f , (t , f'(t}, c(t)e.vYL.

De plus f passe par (8 , y) ;

iv fest continu

v pour tout

f (t) = f (8)

temps

+ l'
8

de l'epoque de f

F (5 , f'(s} , c (s)) ds
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Dans ce pr-obleme Ie point (8, y) prend le nom de ~~~~~ ~~~_~~tia~

8 est Ie -!emE..~nitial, y ~~~t....!El.!.!-~.! .

11 r esulte des def'i nit ions pr-e cedentes et de la def'iriit.ion d 'une pri ­

mitive que si fes t une solution donne e par une commande c de E et

si f passe par (8 , y) , f e s t une solution donne e par c de ( j E)( 8, y ) '

lnversement si fest une s olution ' dorinee par c de (fE)(8 , y) ,f e s t un e

solution donnee par c de E .

Les pr-oprietes suivantes sont e vident e s et de cou lent des propr i e­

t e s des primitives .

10
) Si fes t une reponse donne e par une commande c et s i

est une epoque contenue dans l'~poque 'de f la rEstriction de f a I,

f/I , est une r epons e donne e par la restriction de c a I , c/I .

2°) Supposons que f soit une r-eponse donnee par une commande

c et que f ' soit une r epons e donnee par c' . Supposons que c et c'

aient la meme epoque , soient e gale s presque partout et que,

(t ,f (t) . c'(t))€uff. pour t out t de cette epoque , Alors fest une r eponse

dorme e par c' .

3°) Propr-iete de t r-ans i t ivi t e Soit f une r-eponse ter-minee en (8, y)

et g une r eponse commencee en (8, y) . Denotons fU g la r-eporise def'I­

nie sur ep fU ep g et dont Ie graphe est la reunion des graphes de f

et g. SoH Co une commande avec ep c = ep f', t e r-mi.ne e en (8, A) , .

(c'est ~ -dire que c(8) = A) ; soit dune commande avec ep d = ~r g

et cornmencee en (8 , A) , d\8) = A . Deriotons c Il d la commande de -

finie sur ep c U ep d et dont graphe est la reunion des graphes de c

et d . Si c Ud est une commande admissible, ru g est une reponse don­

ne e par c lld.

4) II n'est pas dans notre propos de nous etendre i ci sur les con­

ditions d'exis tence et d'uni cite des solutions de E . Les conditions



- 12 4 -

M. Jean

les plus classiques sont du type: si Fest localement Lipschitzien en

y (la variable d'~tat), quel que soit (8, y) , il existe un r > 0 ; quel

que soit c , commande admissible d'~poque de dur-ee r, contenant

8 , il existe une reponse donnee par c , passant par (8, y) , et une

seule .

Dans ces conditions, du fait que la clause dunicite est satisfaite,

Ie 2 0
) s'~crit en sous entendant Ie iii du paragraphe (2): les r e­

ponses pas sant par (8, y) donnees par deux commandes c et c' e gale s

presque partout, sont ~gales.

(4) Acceaaibi.Ii.te

On dira qu'un point (z , Z) de (;)(. '.R, est accessi:..ble depuis un

point (8,y) de "(;J(1?"ou que l'~tat Z est accessible au temps z en

partant de I' etat y au temps 8 , ou que Z est a ccesstble depuis y ,

s'il existe une commande c d'llpoque [8, z] et nne r eponse donne e

par c , cornmencee en (8, y) , te rminee en (z, Z) .

De meme on dira que (8, y) conduit~ (z, Z) , ou que y conduit a

Z au temps z en partant au temps 8 , ou que y conduit a Z, si Z

est accessible. depuis y.

Sous t r-eserve que F soit untforrnement bor-ne et Lipschitzien I' en­

semble des etat s accessibles au temps t depuis y est bor-ne et varie

continuement avec t (avec la distance de Hausdorff).

II de coule de la proprtete de tr-anaitivite (3) 3° <:p'on peut enonce r:

si un ~tat Z est accessible depuis un etat y et si y est accessible

depuis un ~tat X, alors Z est accessible depuis X. Cette pr-opr-iete , vrai

pour les processus regis par des equations diffe r entielles ordinaires,

n'est pas for-cement vraie pour d'autres processus en particulier ceux

qui p resentent un car-actar-e her-editatr-e .

(5) Processus Ii nea.ir-e s .

On appelle processus . Iineai r e , un processus deff ni comme
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suit :

Soit (; un espace des temps ,!R, un e space des Hats , .I\. un

espace des ordres . <tlest l'ensemble des comrna ndes admettant des

primitives . Soit

~ JA (t) ~lB (t)

deux appli cations admettant des primitives .t
Soit n un sous ensemble de .i\. . Soit .}'{, = '& x 1-?. x n on n'aura

1:1. consider-e r que les commandes 1:1. valeurs dans n .

Soit F : 'b x <R x n ~ ~

(t ,y ,)..) ~ JA(t) Y + lB (t)>"

Confor-mernent 1:1. ces notations Ie processus est r-egi par l'~quation

x (t ) = fA (t ) x (t) + 18 (t) u (t)

Les processus ltneair-es se rencontrent chaque fois que l 'on de si r-e

commander "Iineair-ernent ' un systeme Ii nea i r-e. On peut coneider-e r

aussi comme des approximations de processus non Iineai r-es , l'~tat re­

pr-e sentant un e cart depuis une variable prescrite , e cart que l'on sou ­

haite ramener 1:1. zero.

Le succes des processus Iineai r-es vient de ce que l'on sait r-esou ­

ore explicitement 1:1. peu pr-es tous les problerne s de la theor-i e de la

commande.

Une pr-opri e t e important est la suivante : supposons que n soit un

ensemble convexe . Soit cl. ,c? deux commandes d' epoque 1.

t Si x et y sont deux Banach, :f,(x , y' ':~note Ie Banach des applica­

tions Ii.nea.i r'e s continues de x dans y.
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Suppos ons que f
1

soit une r~ponse donn~e par c
1

' f
2

une r~ponse

donn~e per c
2

. Alors f1 f
1

+ f
2

f
2

est une r~ponse donn~e par

PIc 1 + 1'2 c 2 ' (oti PI + P2 1). Ainsi si nest convexe l'ensem-

J\ > 0 9 2 :: 0

ble des etat s accesible au temps t depuis I ' etat 0 est convexe .

Nous allons nous etendr-e ici seulement sur les processus autono­

mes de dimension finie. Nous supposerons done que ~ = ffi n, A = ffi~

et que .fA et lB sont des applications a valeurs constantes .

ot!

JA (t) = A ,

A € £, 6?,<R.)
IS (t) = B pour tout t

B €oJ: (.I\. ,RI
Le pr-oces sus est done r-egi par l'~quation

x(t) = A x{t) + B u (t)

Si c est une commande d'~poque I , si 8 est un temps de I et si y

est un ~tat, c donne une r~ponse f et une seule passant par (8,y)

qui a pour valeurs

f (t)
t

A{t-8) J"e (y+
8

e -A{s-8) Bc{s)ds ) (l)

(5 . 1) Ensemble commandable

Nous supposerons ici que n = JRn. On peut montrer alors qu'il

existe un sous espace vectoriel '€ de l'espace des etats et un seul,

po s sedant Ia pr-opriete suivante .

Soit y un point de ,€; Zest accessible depuis y si et seulement

si Z est un point de ~ Soit Z un point de '(g . ; y conduit ~ Z , si

et seulement si y est un point de 'g . '€ est appele Ie sous ensemble

commandable du systerne S . On a de plus la pr-opriete : la dimension

de 't; est egale :au rang de la mat rice a n x p colonnes et n lignes .



- 127 -

M. Jean

[ 2 n-l ]B,AB, A B, .. . , A B

Ce r-esultat s'Mablit ~ partir de l'expression de la r-eponse (5) (1).

On dit que S est completernent commandable si '.g = n. On conco it que

dans les systernes non Iineatr-es il existe localement des sous ensembles

commandables qui sont des var-iet.es.

-(5 .2) Processus observe ltneai r-e.

Nous parlerons des processus obaerves dans Ie cas Iineai r e

seul ement. Us donnent cependent une bonne Idee de ce qui peut se

passer dans Ie cas non Iineair-e.

Soit s =lR
m

un espace appele des etat s observes. Soit H une ap­

plication Iineatr-e de ~ dans s , (qui transforme un lltat y en un etat

observe Hy). Si f est r-eponse , H f est appel~e r-eponse obaervee.

Le tr-iple S, s , H est appele processus obser-ve. On peut montrer qu'il

existe un sous espace vectoriel 0 de I' e space des etat s ~ et un seul

po s sedant la propr-iete suivante :

Soit f une r-eponse donnee par une commande ~ valeur nulle (c(t ) =0

pour tout t de Pllpoque de c ) : si f prend une de ses valeurs dans f) ,

el.Ie - prend toutes ses valeurs dans ;.J, et la r eponse obse rvee est a

valeurs nulles , H 0, f = 0 ; si la r-eponse obse rvee est a valeurs nul­

les, He-f = 0, alors f prend ses valeurs dans-<:1.

{J s 'appelle Ie sous espace non observable de ~. On a de plus la

propr-iete : la dimension de t9 est llgale a n - q , (oti nest la dimen­

sion de 1t) et on q est Ie rang de la matrice ~ n lignes et n x m colon-

nes.

ou A' est la t ransposee de A , et H' la t ranspoaee de H. On dit que

S est completernent observable si .0 = to}- On conS0it que dans les

systernes non Iineair-es il puisse exister des parties non observables.
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(5.3) Fonction de transfert .

Dans la theorie des processus Iineai r-es obser-ves , une commande

(dont P epoque est habituellement [0 , + cf., [) est a ppe l t!e en tr-e e ; la

r-eponse obs e rvee H 0 f de la ceporise f donnee par u telle que 1'(0) =0 ,

est appel ee sortie . La sortie w donnee par une e nt r-ee u a pour val e u r s

w (t)
-As

B u (s) ds .

W (t- s) u (s) ds .

expression qui de coule de (5) (1) .

At
La matrice W(t) = H e B s'appelle r eporise impulsionnelle du

systerne . En effet Ie terme de la i erne ligne et de la j erne colonne

de cette matrice peut etre considere comme la i erne composante de

la rt!ponse obse rvee d'une entr-ee dont toutes les composantes sont nul ­

les, sauf la j erne qui est un dirac . On a

w (t] = j:
On appelle fonction de transfert la t vansfor-me e de Laplace de la

r-eponse impulsionnelle

Zip) 0 \ IW) • fOO WIs) " -ps ds

o

On peut mont r er- alors les t r-ansfor-m ee s Ie Laplace de w de u , L (o),
p

L (u) ve r-if'i ent
p

L (w) = Z (p) L (u)
p p

At At
On sait d'apr~s la forme de e que H e Best une matri ce (a

m lignes et p colonne s ), dont les coefficients sont des combinaisons

Iineair-e s de termes de Ia forme

a- o(t o- «t
t e ('o >-;ft , t e s in j3 t
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oti 0' est un entier positif, 0< et j3 sont des r(!els . On appellera une

matrice qui a de tels coefficients une matrice de "polynomes- exponan­

tielles"

Une matrice ~ m lignes et p colonnes W(t) est la r-eponse im­

pulsionnelle d'un processus Iineaire autonome observe si et seulement

si c'est une matrice de polynomes-exponantielles .

De meme une matrice ~ m lignes et p colonnes Z(p) est la fonc­

tion· de transfert d'un processus Iineai r-e observe si et seulement si

Ie s termes de Z (p) sont des fonctions rationnelles de p ott Ie degr-e

du numer-at eur- est Inf'er-i eur- au degre du denommateur- .

En effet

d~

dpcr'
(_I)"'"' ' - -cr' o<.t

L
p

(t e cosflt )

L (tcr-' od . p,)
p e sm ;-t

1--)
P

1

pP
(~--

(p-a)(j"'"
CJ> 1

Les calculs de dl!composition en fractions rationnelles montrent que

W (t) est une matrice de polynomes-exponentielles si et seulement

si Z (p) est une matrice de fractions rationnelles dont Ie numar-ateur

a un de gre Inre rIeur au denominateur. On ve r-ifie quune matrice de

polynomes-exponentielles W(t) est la r eponse impulsionnelle d'un pro­

cessus Iineai r-e autonome observe en remarquant que les applications

C1"' o<.t e- cc t . A
t ~ t e cos /3t, t ~ t e sin rt ont pour der-ivees au point

t db" 1" d d 0--' 0<. tes com inarsons meai re s e termes u type t e cosp t ,
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o-" O<t I

t e ' sinj3 t , (J"'.s..6".

Ainsi chaque t er-me de W(t) est solution d'un systsme dll!quations dif­

fl!rentielles Iineair es 11. coefficients constants . A partir de 111. on peut

construire A et B.

Si Z (p) est une matrice de fractions rationnelles dont Ie numer-a­

teur est de de gr-e Inter-ieur au denorninateur. . il existe un processus

Ii neai r-e autonorne observe , completernent commandable et observable

qui a Z (p) pour fonction de transfert .

(6) Pr'oblernea de commandes optimales .

(6. 1) Fonction de coflt .

Soit S = ('(;, 1{.,A, tU, tAG, F ) un proces sus re gi par 11 equatton

x (t) = F (t , xtt}, u(t))

Soit € Ie sous ensemble de ~~p x .I\. ~

E ={(f, c): fest une r-eponse continue , c €. -u. f et c ont}

la meme epoque qui est un intervalle compact .

Soit ;f une application de E dans lB., que nousappellerons fonctio~

de coilt ; ~(f, c) est Ie cout pour la commande c et la rl!ponse f .

soit H une application de n dans lB. . Soit;£: £7 lR

(f, c) d'l!poque [t
1,

t
2
J ~ ;£(f, c) = Hf(t

2)

~ est une fonction de coflt sur ll~tat final. Un cas important est ce-

lui oti H est Iineatr-e.

2· exemple:soit F" : JU..~R une applfcation. On lui demande que

quel que soit f reponse continue , c commande admissible de meme

epoque I , avec (t , f(t), c(t)) €. ~ ,l'application de I dans lR, t ~

F (tf (t) , c(t) ) admette une primitive. Soit
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j t
2

~~(f,c) = t F(s,f(sl,c(s))ds
1

On dira que ~ est une fonction de coOt du type Integrate .

Cas particulier :

pour tout (t, s. X ) € J{,

Alors ~ (f, c) = t
2

- t
1

. Le coiit pour la commande c et la r-eponse f

est la duree de leur epoque .

En prenant Ie cout comme variable supplementatr-e il est possible

de ramener un pr-oblema avec une fonction de co(\t du type Integr-al.e

~ un probleme avec une fonction de cout Iirieair-e sur 1'6tat final.

(g, d) E c~)~ et si quel que soit (f, c) e E.A»,~

:;£ (f , c) > £, (g , d)

~ (g ,d) min J; (f, c)

(f, c)e. CcJt,n

(6 .2) Commande minimale .

Soit J., S6x ~( un ensemble de conditions initiales ) ;

( une cible) . Soit C.A.,13 sous ensemble de E , l lens em ble des couples

(f', c) oti c est une commande admissible, d'(!poque du type [t
1

, t
2

] ,

f une reponse donnee par c , (t
1

, f(t
1

)) eJ!;, (tz,f(tz))e.~, (l'ensemble

des couples aptes au transfert de cJf; en rlJ ). On dira qu'un couple

(g , d) est minimal pour Ie transfert de vi en :Jl> et pour la fonction

de coiit £. si

ou encore

II existe de nombreuses variantes du principe de Pontryagin plus

ou moins abstraites et plus moins adaptees a tel ou tel type de problernes .

Nous choisissons ici une forme par-ticulfer-e , facilement exploitable et

qui donne naissance a diautres variantes .
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Le principe de Pontryagin dans cette formulation donne une condition

ne cessai r-e pour qu'un couple r-epons e commande soit minimal pour faire

passer Ie systeme d'un et at initial donne a un e t a ' final a s sujett i a

appartenir a une intersection de plans, dans l e cas ou la Fou cf ion de

cOllt est une forme Iineai r-e sur l ' etat final et Io r-sque le temps initial

et Ie temps final sont fi xes , En ajoutant une dimension a l'espace des

et ats , (Ie temps) , et une dimension a I' espace des ordres il est facile

de traiter leo probleme ou Ie temps final est libre ou fi xe . Avant dvenon­

cer Ie principe de Pontryagin en detai l donnons quelques def'i nit ion et

quelques conditions.

(6 .3)

lOr On suppose que 5?, est de dimension finie, n= IR n , et

que ./\ est de dimension , ./\ = IRP

2 0
) Soit n un sous ensemble de A . On aura .At = '(; x tJ?, x n ,

c'est a dire qu'on prendra en compte seulement les commandes a va =

leurs dans n.

3°) rtl est l'ensemble des commandes mesurables ~ valeurs

dans n continues presque partout.

4°) On suppose que F satisfait des conditions suffisantes pour

que quel que soit c E 11., et t E epc et y €:R , il existe une
o 0

reponse et una seule donne e par c , telle que f (t ) = Y . Par exem-
o 0

p le Fest localement Lipschitzien et localement bor-ne . Plus particuli er r

ment queIs que soient l'l!poque compacte I , K compact de <R. , w com­

pact de n . il existe M > 0 tel que

II F (t ,y,A) /I < M pour tout tEl, YE.k, AEn

cation

5· ) On suppose que quels que soient

'Jl ~ c.R est diff'er-entiable . On denoter-a

tEe; , A E. n , l' a p pli ­

dF(t,y ,A) sa de r-i-

ve e en t Y ~ F(t,y , A ).
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c' est un Hement de ;£ (9t $.). Quel que soit f et c de mdme epoque

I ,llapplication I ~ ~ (9?" ~) admettra une primitive

t ~ c)F (t , f(t), c(t))

On supposera que aF est uniformernent vcont i nu en y clest ~ dire que

queUe que soit la commande u , d'epoque compacte I , ~ valeurs

dans n et la reponse f dlepoque I , quel que soit € > 0 , il existe

tt > 0 tel que

II c)F (t,y,u (t) - c)F (t,f(t) , u (t))/b E

pour tout t £ I , pour tout y avec

De plus on supposera qu'il existe m tel que

II y-f(t)/1 ::: tl .

II c'J F (t , f(t) , u (t)1I ~ m pour tout tEl

(6. 4) Equation aux variations adjointe.

Appelons formes Iineair-es les elements de £:. (~, JR.) Soit f et

c , une r-eponae et une commande de m~me epoque I. On dira qu'une

application L : I ~ t':, (j?" JR.) est une solution de l 'equation

t ~ L (t)

aux va r ia tions adjointe de E prise' Ie long de (f, c) si

L est continue ;

L est differentiable presque partout ; on denote ra L (t) sa

der-ivee au point t;

On a presque par-tout

L(t) = - L(t) 0 d F(t , f(t), c(t))

La theorre des equations differentielles Iineai r-es dans les espaces de

Banach nous permet denoncer- : soit f, c d'epoque [to ' t
1
J . QueUe

que soit la forme Iineair-e K il existe une solution et un seule de

I' equation aux variations adjointe de E prise Ie long de (f', c) prenant

la va l eu r K au point t
1
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(6.5) Pr-oblems de coat m inimal, horizon deter-mine . etat final

1,2, ... k , des

assujetti ~ appartenir ~ une intersection d'hyperp1ans, fonction de coilt

Iineai r-e sur l'l!tat final.

Soit Ie processus S , (?;, ~,A , 1.L, "G J: ~x n , F

(; x n x n .~ lJG ).
Soit K.., i = 1,2, . .. . k , des formes linl!aires et c. , i

1 1

constantes .

Soit les hyperplans :1'. = y: k.y = c. et ~ = O~. . Soit Yo £ CJ?,
1 1 1. 1 ·1 1

et [to, \J une epoque. Soit vu= {(\'Yo)} ~ = {t1} x':k; .

On denoter-a E~ l'ensemble des couples r-eponses dommandes (f, c) otr

ep f = ep c = [\,' t
1
J 00 fest une reponse donnee par c et

oti f(t
o)

= Yo' Disons que (f,c) est apte au transfert (de {(to'yo)}

en {t
1}

x 1b si (f, c) E Cal: et si f(t
1)

E %
Soit H une application Iineair-e de ~ dans lR (fonction de cout sur

l'l!tat final) Disons que (f, c) apte au transfert est minimal si

quel que soit (f', c) apte au tr-ansfer-t

>

Principe de Pontryagin

tine condition necessair-e pour que (f, c) apte au transfert soit

minimal est : il existe une forme Iineatr-e W s'l!crivant.

W
k
~ Y. K . + Y H
i =1 0

v. Eo lR
1

y < 0
o

Soit L la solution de l'~quation aux variations adjointe prise Ie long

de (i,;;') telle que L(t
1)

= W. On a

L(t) F(t,f(t),~(t)) = min L(t)F(t,f(t),A) presque partout dans[t
o
, t

1
J .

Aen
Nous n tavona pas l'intention de donner ici une dernonstr-atton du princi-
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ce de Pontryagin dans Ie detatl. Cependant nous allons indiquer les

lignes de la demonstr-ation en traitant notre processus comme un pro­

cessus un peu plus gener-al que celui que nous avons deff.ni , Ce nouveau

processus peut d 'ailleurs servir de modele ~ des systemes r~gis par

des ~quations differ-entlefles fonctionnelles .

(7) ~::.~bl~me d~_~~~!~jnimal_..!_}.9.:~ulat!:on~~~rale

Soit ~ = IR
n

un espace appele espace des etat s . Soit Jt~\)' t 1J
l'ensemble des applications de [to' t

1
J dans ~ ; ces applications

seront appelee s r-eponses.

Soit l\. = lRP un espace appele espace des ordres. Soit A [0' t 1

l'ensemble des applications continues de [to' \J dans A ; ces ap­

plications seront appelees commandes .

et 1<, = 0~ .
1

est une r-eponse donnee par la commande c

x =

Soit :f : '& x 1L ~ "e» •

On dira que x

O'(x,.u)

Soient les hyperplans de :R, 1(, .
1

si

Soit H une forme Iineair-e

On dira qu'un couple (x , u) ou x est une r-eponse donnee par

u est minimal si x (~1) eo~ et si quel que soit x r-epons e donnee

par u ve r-if'iant

on a

(7 .1) Les normes dans les diffe r-ent s espaces nor-mea que nous

rencontrerons seront denotees par Ie meme symbole II [ .
De meme les diffe r-ent s ~l~ments neutres seront tous denotes 0 , com­

me pour les r-ee ls.
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Nous ferons les hypotheses suivantes (on pourrait donner explici ­

tement des conditions pour que ces hypotheses soient ver-if' i ee s}.

I ) Y1 est le Banach des applications continues de [to' t
l

]

dans g( avec la norme de la convergence uniforme.

2 ) On suppose que queL 'que soit u E if, , il existe une r~ ­

ponse et un saule x donnee par u ; on la denote ra q (u) (c'est un ~l~­

ment de ~) et sa valeur au point t sera denotee (q(u)) (t] .

L'application

q :1J.,~,€

u ~ q(u)

sera supposee continue , 11 Hant muni d 'une topologie convenable (par

exemple la toj., .

3 . _'::. s uppose que l'application

'(g ~ Y5
x ~ :Y(x ,u)

admet une der-ivee de F'r-echet . Nous denoter-ons 'J(x , u) Ia der-ivee de

cette application au point x. ';1.(x , u') est un .el~ment de Banach i (~ , -g )

On suppose que quel que soit u € 1J.,
't5~ J; ('(5 , 'B )
x ~ 'J(x , u)

est continue. (Autrement dit x ~ '5 (x , u) est continuement differ-en­

tiable).

Une premiere ~tape dans la demonstr-ation consiste a ~tablir quel

est l'~cart qui se produit sur les etats finaux lorsqu'au lieu d tapplf.­

quer une commande optimale U' , on applique une commande voisine

(voir (7 .2))'. En fait si l 'on s'int~resse a certaines classes de com­

mandes il est possible d'exhiber un sous ensemble du contingent vec ­

toriel de l'ensemble des etats accessibles (voir (7.3)). La classe des

commandes peut Ehre suffisamment riche pour que ce sous ensemble

soit un cone (condition expr-imee en (7. 4)) . Ce cone , Q , et le demi
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espace H = {y : k
i

y ;; 0 ,Hy < o} n'ont pas de points internes en

commun. Sinon l'ensemble des ~tats accessibles qui est "tangent' l

~ ce cone rencontrerait aussi Ie demiespace et l 'on aurait un cou­

ple r-eponse commande pour lequel Ie coilt serait strictement Infer-ieur

au coiit pour Ie couple (x , u), voir (vQU" (7. 5». On obtient l'~nonc~

du principe de Pontryagin en exprimant que Q et H_ sont separ-es par

un hyperplan, (voir (7 .6) , (7. 7) , (7 .8).

On denotera I' application identique .

Supposons que j -~ soit un homeomor-phisme Iineatr-e(7.2)

'"( j - J est injective et possede une inverse a droite continue).

( . ~) 1 . AI 'I' . . Unotons J - v - son Inverse. . ors I existe un VOlslnage

D~-

de U
et un voiainage V

de V dans ~

der-ivee (j - f1 r '

'.0 ;r,- 1de 0 (dans D ) et une application denotee 'i'

il\ -1'! est diff'e r-enti.abl.e au point 0 et a pour

De plus

.v

U E U ~ l' ( q (u) , u) - 3' (q (u), 11) € V et

q(u)

En effet :

N

- X ~ -1 C'J'(q (u) , u ) - ~(q (u) , u))

On peut e cr-i r-e

q (u) - X' ;; ~ (qtu), u ) - ')-(q (u) , u ) +~(q(u), u) - "'J Ix , u )

Soit l ' application

<p ~ ~ "(;

If ~ ~ -'J-(lf+ x , 11) + 'J ( ';t , u)
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On a

1> (q (u) - x) = '3- ( q ( w , u) - J' (q (u)

p est diff'er-entiabl.e et sa der-ivee au point 'f est

'"u

P(lf ) = j -2'( Lf' + x ,'U) . L'application If 1----7 D P (If) est con­

tinue . Enfin D p (0) = j - ~ admet une inverse a droite (j -J) -1 .

Alors <I> admet une inverse a droite localement , c 'est a dire il

existe un voisinage V' de if> (0) = 0 et une application continue <I>-1
de V' dans '€ telle que

y pour tout y € V'

voisinage de <I> (0) = 0 inclus dans V' et tel que

Comme q et ~ sont continus il existe un voisinage

o . Soit V un

<p -1 V S U' .

U de ;;- tel qu e

De plus

point est

Iineai.re ,

<p - 1 est differ-entiable au point 0 et sa der-i vee en ce

(j - j )-1 Enfin puisque j ._ .~ est un hom eornorphtsme

<I> est injective dans un voisinage UI de

et

On a done

3' ( q (u) , u)

q (u) - -;, E UI

'3 (q (u) , u) € V pour tout u E U

q (u) ""- x 1> -1 ( J- (q (u) , u) - 'J- (q (u}, u)
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Dans la suite on po sera

P (u) ~(q(u), u) - '"1(q (u} , u )

(7. 3) Proposition

Soit lUE1r~ E ~ CC!, e]
7.f.. JT

un ensemble [0, eJxJl.

une famille de commandes de U indicee sur

S'..lpposons que

pour tout rc1· )

2" )

U
0,11:

U Eo U
E , 11:

'"u

pour tout c ; T(.

3' ) [ 0 , s] ----:;. 11 est une application continue pour tout IT

E ~u s.n
n --? 'ti. est une application continue pour tout E
11: ~ U E,1T

4· ) il existe un k > o . t el que pour tout E E [0, eJ et Tl'E: n
lip (ue,lt ) /I < k E

1 '" -1
5') Considerons l'~l~ment de '(j , y (j - J) P(ue,TC), et

sa valeur au temps t
1

' ~l~ment de 12. , que nous denotons
1 v -1(-r (j-J) P ( uE ,rc)) (t) .

1 "' - 1
Su ppos ons que quel que soit n: , ( E (j - J) P (u€ ,rc))(t 1) a dm ett e

une limite lorsque £ ~ 0 ; denotons cette limite , element de 1(, ,..elf .
Supposons de plus que quel que soit '1. > 0 , il existe 0< > 0 tel que

E < 0(
1 '" - 1==> lit -;- (j - 'J ) P ( u E "It
t ,

.. 11-4 ~1 .
6 ) D est contrnue

It ~ -'\.oTt

) ) (t 1) -.tTl: II ::: 1"l, pour tout IT

Dans c e s conditions , il existe une application \f'
¥ [o,e] xTI----,.1Z verifiant

( E , rr ) 1-'" If\.rr
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i 'l' = 0
O,"It

pour tout TC

ii J{ 4 ~ est continue pour tout 6
"It -. .ll'e,lt

iii [0, BJ ~ ~ est unifor-mernent continue; cest !l dire
E -4 o/e, Tt

quel que soit 'l. > 0, i1 existe 0< > 0

pour tout n

En effet : Posons P e,n: = P(u£ .r )
Soit l'application 'Y: [o,BJ x 11-7 ~ ayant pour valeurs

(E,n:) --? 'l'e 'It'
1 ,t-l '"

't'e,1t = (E '1' (PE,1t ) (t 1) -.t1t

On a

On peut encore ecr-ir-e

avec

Soit {' : 'g ~ ~ l'applicQtion ayant pour valeurs
,y..-l ...,

pIx) '1' (x) - (j -'1) _'x

PUisgue p-1 est diffl!rentiable au point 0 et a pour dl!rivlle (j _,)-1

on a f (0) = 0 et lim ",f~i,) II = o. On peut l!crire

IIxll~O
x f 0

1,t-1 . 1 :::; -1 1
( E '1' (Pe,JX\) - ( € (j - cJ ) PE,T( Ht1) £ (P (PE,rc))(\)
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Si ~ = 0 ou P
E, T(

0, on a P(P::,lt) = o. Sinon

Soit t'l un nornbr-e positif ; il existe 0(1 tel que

W!:.L.!K)~ < k (P (P~rrl!i!..l)

II Pc, rc II - II PE, IL II

JWx)1L < -L_
Uxll - 2 k

0<'1 .
pourvu que IIxll :SO< t . Quel.qu e soit rr , II Pe,n!l$ u(\Pour vu que € 'S --k ,vOlr

(7. 3) 3~

c 0(1 f l't D'
si c ~ k on a E .I~ ~ '2 ' autre

4" qu'il existe 0(2 ; on a he, v; ::: 0(i pour

Soit 0<. Ie plus petit des nombres k1
, 0(2

Done que1 que soit It ,

part il decoule de (7 .3)

tout rc . si f. ::: 0<.2 .

Si E < 0( on a W < h , pour tout 1'( .
- Tf,rr - -l

L'application JT -3> c.R. est continue que1 que soit E , puisque

-rr -;;. lJ'E•1'[

rr -;;. -trc est continue et puisque
...., - 1

(j- '}) sont

continues .

(7.4) Soit un cone convexe Q Soit r. un simplexe arbitraire con­

tenu dans Q . Supposons qu'il existe une famille de commandes de it,
indicae sur [o,~J XL, {ue:,V}EE [o,j~]

VE E

, ver-ifiant (7 .3) 1,2 ,3 ,4 ,5

et de plus -tv v A10rs on a pour tout VEL et E E [0,13 ]

Une telle famille de commandes est dite quasi-convexe au sens .d e

Gamkrelidze [16J .
Denotons H Ie demi espace d I equatton

K. y
1

o pour tout i =1 ,2 •.. .. ,k

Hy < 0
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(7.5) Q et H_ n'ont aucun point interne en commun

Si N etat un point interne. de Q appartenant ll. H_ on peut demon-
o

trer a l'aide d'un lemme general, voir [5J, et de (7.4) que l'en-

semble des etats accessibles rencontre H , c ' e s t ll. dire, il existe

un v de Q .et un E tel que

On aurait done

Ev +clfJEV, tV
o

K. ( (q (ue,v ))(t
1

) ) x (t
1

) ) = 0
1

H (( q (ue,v ))(t
1

) X (t
1

)) < 0

ce qui contredit Ie fait que (x,u) est minimal

(7. 6) Si Q et H n'ont aucun point interne en cornrnun, Q et H_

sont separ-es au sens large par un hyperplan , c'est a dire il existe

une forme Iineair-e W telle que

Wy

Wy

> 0

< 0

pour tout y E Q

pour tout y € H_

11 r-esulte du theor-erne de Farkas-Minkowsky, que

Wy < 0 pour tout Y € H

si et seulement si W est de la forme
k . >

W = L ~ . K. + )) H O'~t V. E IR , V < 0
1 1 0 1 o -

i=l

(7 .7) Une condition necessaire pour que (x , u) soit minimal est

qu'il existe une forme lineaire W du type

k
W = L Vi K . + Y H ou '\EIR , Yo < 0

1 0
i=l

telle que

Wy > 0 pour tout yEQ
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(7 . 8) Dans le cas du processus regi par une equation differ-en-

tielle ordinaire (6 . 3) ; les diffe rentes etape s se pre s entent comme

suit

a) '3' est l'application ayant pour valeurs

est l'application Iineai r e continueb) 'J (x , u)

J (x ,u)

'J(x,u)lf:

(x,u) 'f
~~

~J:
o

ou

"'F (s , x(s), u(s))ds

et
""- J est l'application. Iineair-e continue

'tJ --;. yg oti

'"
c.p~ ~ J'lf

[t ,t lJ -;;.

~ ~ If(t)- itt JF (s ,x(s) , u(s)f(s) ds

o

Appelons solution fondamentale de l'equation aux variations de E ,

prise le long de (x , u) l'application A d'epoque [to' \ ] ~ valeurs

dans 'i (!R,n), t ~ A(t) , continue , differentiable presque partout

(A (t) denot er-a sa der-ivee au point t ) et telle que

A{t) = d F (t , x(t), u(t)) 0 A (t)

A(t) = j
o

presque partout

La theor-ie des equations Iineai.r-es nous permet d'affirmer que A exi­

ste ; de plus , quel que soit t , A(t) est un homeomor-phisme .lipeai­

re o Alors on peut voir que j- 'J est une i nje ction et possede iune inverse
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A droite (j - '5 )-1 = <;l'

otl

t

+ A(t) it
o

A(s)-1 aF(s,x(S),il'(s))1f!(s) ds

Si 'I' est continument diff~rentiable on a en Intagr-ant par parties

J
t

'" (t) + A(t)

t
o

A(s)-1 ~F(s,x(s),u(s))'t'(s)ds = A(t)(o/(t
o

)+

+f A(s)-l 'I' (s) ds I

t
o

On a

P (u) [to,\J --~ t

t -+ f (F(s , (q(u))(s), u(s)) -F(s, (q(u))(s), u(s)))ds

t
o

.., - 1
et (j - J) (P (u)) est l'tlltlment .de ~

[to ' t 1J ~ <R

Jtt -1t ~ A(t) A(s) (P(u))(s)ds

o

c) construction du cane Q

Soit '"e un temps on U est continue, ~ un nombre positif, >.. un

1:: -t Jordre de n et 0( < -»- . Soit E € [0,0<. et u e la commande

ayant pour valeurs

ue (t) u (t) t < t< ""t - Y £
o -

ue (t) x ~ - }>E < t < "l:

u
e

(t) Ii' (t) 1: < t < \1-
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Alors
1 - -1
~ (j-J) P(u e

YA (t 1) A-I (1: )

. a pour limite lorsque e~ 0

Soit Q" l'ensemble des points

A(\)A( )-1 (F(1:,x('t).).)- F("l.i(~).u (~»

t: £ J to' t 1[ et 't est un instant de continuitl!: de u) en. )) > 0

Soit QI la fermeture convexe de Q" • et Q Ie cOne engendre par Q.'.

On peut montrer que Q satisfait (7 4)

des un peu plus compliquees que les u£

Les valeurs de u sont r-emplaceea par

les [r 1- "1£[.· ··· [t 2 - " 2 £ [ '

LeI! ue•v soot des COIDman­

mais de m~me type.

>'1 ~ ...• ). 2 sur des interval-

Le theor-eme (7. 7) a pour consequence : il enste une forme li-

neatre W
k

W= L Y. k. + » H
i=1. 1 1 0

• ~ < 0
0-

quel que soit "t E J to. t
1
J

soit hIE n
instant de continuite de ii' et quel que

ou encore pour tout 'l: E] to' t
1]

instant de contfnuite de u

min WA (t
1)

A ('t,-1 F ('t,x (1:) .>') = WA(tI)A( 1: fIF( "l.x( ~).u( "t»
>'e.n

Remarquons que 't ....,. WA(t
1)

A(l:,-1 est la solution de l'equation aux

variations adjointe prise Ie long de (x. ii) et valant W au temps t
l

.

Terminons par une der-nier-e remarque d'ordre general. Le princi­

pe de Pontryagin donne une condition neceasatee pour qu'un couple re­

ponse commande soit minimal. 11 ne garantit pas. sauf dans des cas

particuliers. qu'il existe un couple minimal. Le peobleme de l'ensten-
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ce d'un couple minimal peut etre tr-ait e par diff'er-ente s techniques .

Mentionnons en particulier l es methodes de penali satton , voi r [24].
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INTRODUCTION

L'~tude des ~quations diff~rentielles ordinaires dans Ie champ r~el con­

natt en Belgique, depuis quelques annees, un essor remarquable et l'objet de

ce travail est d'esquisser rapidement les lignes de force des recherches ef­

fectu~es et des r~sultats obtenus dans ce domaine. Cet essor n'est nullement

Ie fruit d'une generation spontan~e si l'on veut bien se souvenir de l'in­

lassable activit~ exerc~e en mecanique non lineaire par les regrettes N.

Forbat et L. Derwidu~, activit~ qui s'est en particulier traduite par la

publication de leurs ouvrages respectifs "Analytische Mechanik der Schwin­

gungen" (VEB Deutscher Verlag Wiss., Berlin, 1966) et "Compl~ments d'analyse

numerique et mathematique pour ingenieurs et physiciens, volume III" (Public.

Uni v . de Mons, Mons, 1966), et par l'organisation ~ Mons, en 1969, d'un

Colloque du C.B.R.M. sur les ~quations di f ferentielles non lin~aires, leur

stabilit~ et leur periodicite.

11 est bien sOr impossible, dans ce qui suit, d'~tudier en profonceur les

methodes utilis~es ou introduites et d'exposer en detaim les r~suftats obte­

nus. On se contentera donc d'un survol rapide, et forcement incomp let, des

diff~rents domaines de recherche et les inevitables lacunes d'une telle appro­

che ne pourront @tre comblees que par une frequentation assidue des travaux

originaux cites dans la bibliographie.
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I. METHODES QUALITATIVES

a) Methode directe de Lyapounov en theorie de la stabilite

C'est sans aucun doute a l'impulsion donnee par N. Rouche que l'on doit

l'essor actuel des recherches belges s ur l'etude de la stabilite des solutions

d 'une equation differentielle par la methode directe de Lyapounov. L'idee

fondamentale sou s-jacente aux travaux de N. Rouche est l'obtention de cond i­

tions suffisantes de stabilite ou d'instabilite de l'origine (ou plus gene­

ralement d'une partie de R
n)

pour une equation, differentielle

x' = f(t,x), (1.1 )

oll f : I )l Sl. _ R
n

(I C. R est un intervalle ouvert et .n. c. Rn un domaine),

a l'aide d'une ou de plusieurs fonctions auxiliaires sur lesquelles les

hypotheses generalement imposees sont affaib~ies . L'interllt d' une telle de­

marche est de rendre plus aisee la construction de ces fonctions auxiliaires

en elargissant la classe des fo nctions auxquelles on peut recourir . D'une

maniere plusspecifique, d'interessants resultats ont ete obtenus dans les

directions suivantes

(i) obtention de theoremes de stabilite asymptotique et d'instabilite a
la'V.M. Matrosov par l'emploi de deux fonctions auxiliaires dont l'une est

vectorielle et application a des systemes lagrangiens soumis a des forces

dissipatives et de type gyroscopique (N. ROUCHE, 1968 );

(ii) obtention de conditions suffisantes de stabilite et de stabilite uni~

forme en faisant appel :

a) a des fonctions auxiliaires definies positives mais avec un relllche­

ment de la condition de semi-definie negativite de la derivee, dans la mesure

oll les fonctions elles-memes croissent d'une certaine fa~on avec t;

b) a des fonctions auxi11aires non definies a l 'origine, et en particu­

~ier y possedant un p61e;

c) a des fonctions non definies positives en ce sens que, tout en etant

nulles a l'origine et positives partout ailleurs, elles pourront tendre vers

zero quand t tend vers l'infini (N. ROUCHE, 1969
1

, 1970 );
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(iii) g6n6ralisation du th~ort.. d'instabilit6 dg Tch6taev en n'exigeant

plus de borne uniforms en t sur la fonction auxiliairs, ou en autorisant cette

fonction A pbss6der des pales en certains points (N. ROUCHE, 1969~);

(iv) en collaboration evec K. Peiffer, 6tude de la stabilit6 partielle de

l'origine, c'est-~diDe de la stabilit6 d'une partie des variables per rap­

port A une perturbation pouvant porter sur toutes les composantes des condi­

tions initiales; g6n6ralisation de rfsultats dus ~ V.V. Rumiantzev, H.A.

Antosiewicz, J.L. Hessera et V.H. MetroSDV par l'emploi en th60rie de ls

stabilit6 partielle, de fonctions euxiliaires scalaires et vectorielles

(K. PEIffER et N. ROUCHE, 1969). Etude du th6or~me de Lagrange-Q!richlet

en mecanique anelytique A le lumi~re de le notion de stabilit6 partielle

et de la m6thode directe ~e Lyepounov (N. ROUCHE et K. PEIffER, 1967 ).

(v) en collaboration evec Deng-Cheu Phien, extension des consid6rations

du (ii) ci-dessue eu ces de le stebilit6 ou de la stebilit~ aSymptotique

d' ensembles fermes de Rn per repport ll' (I .1); lB m6thode utilis~e se fonde

sur un lemma qui g6n6ralise un resultat de A.N. Michel et donne des condi­

tions pour qu'une solution pertant d'un er'~mble P
1

II l'instent initial

demeure ulterieurement dane un ensembla P
2
~ P

1
(~eng-Chau PHIEN et N. ROU­

CI£, 1970 );

(vi) 6tude de l'attractivit6 .d'ensembles de ·R
n

par rapport III x' • ftx) JUl

utilisant plusieurs fonctions auxilieires (N. ROUcHE, 1971 ); en collabora­

tion avec J.L. Corne, 6tude du MIme probl~me en utilisant simultan6ment une

fonction auxiliai~"du typa de LeSelle st une fsaille (6ventuellement non

d6no.oreble) de fonctions auxiliairee; le methoda utilis6e prfsente l'int~r!t

de se g6n6reliser sans peine au ces non autonoms (J.L. CORNE et N. ROUCHE,

1971 ) .

D'autre ~al:t. N. Rouche a dirig6, durent l'ann6s aced6mique 1970-1971,

un s6minei.-·consecrf II l'emploi de fonctions auxilieires vectorielles en

th60rie de la stabilit6 et le texts de ce s6minaire, euquel ant collsbor6 R.J.

Bel1i8u, K. Peiffer, P. Habets, C. Risito, J.L. Corne, E. Muyldermans,

Deng-Chau Phien, M. Leloy et B. Leloux, sera "publi' procheinement . Enfin,

deux chepitres d'un ouvrage commun de N. Rouchs et J •. Mewhin, intitu16 ••

-Equation. diff6rentielles ordinaires",et qui, Raraltre bientat, sant con­

sacTt. ~ le deuxi6Ma methode de Lyepounov et exposent, entre eutres chases,
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un ce~tain nombre de r~sultats obtenus par des math~maticiens belges dans ce

domaine.

P. Habets et K. Peiffer ont fait une ~tude syst~matique et exhaustive des

diff~rents concepts de stabilit~, d'attractivit~ et de caractere born~

des solutions d'une.~quation differentielle de type (1.1): D~veloppant une

formulation due 8 D. BUshaw, ils ont introduit la notion de concept 9ualitatif

qui, intuitivement, constitue l'ossature logique commune des d~finitions des

diff~rents concepts cit~s plus haut. En imposant 8 la notion g~n~rale de

concept qualitatif certaines restrictions "naturelles", ils ont reduit 8

3.200 les 184.320 concept~ diff~rents contenus dans la definition gen~rale.

lIs ont alors class~ ces 3.200 concepts restants en quatre familIes fonda­

mentales au sein desquelles ils ont introduit une classification plus fine

qu'il serait trop long de discuter ici. Dans Ie cadre de cette formulation,

ils ont alors enonc~ et d~montr~ un theoreme g~n~ral de comparaison (au sens

de [orduneanu) qui leur permet de d~montrer, en une fois, des theoremes pour

des classes entieres de concepts. I~s d€finissent pour ce faire la notion de

concept de comparaison li~ a un concept qualitatif donn~. II ne s'agit pas

18 uniquement d'une th~orie "a posteriori" puisqu'il est possible d'Dn d~duire

des gen~ralisations de theoremes de stabilit~ et d'attractivit~ d'ensemblea

dus a V.M. Matrosov, L. Salv~dori, N.P. Bhatia et V. Lakshmikantham (P. HABETS

et K. PEIffER, 1971 ).

['est ~galement 8 la philosophie de la theorie de la stabilite et de la me­

thode directe de Lyapounov que se rattachent les recherches de P. Habets con­

cernant les perturbations singulieres d'f.quations differentielles, c'est-a­

dire l'etude des relations entre les solutions du systeme complet

x' = f(t,x,y,€ ) , !.y' =g(t,x,y, Eo)

pour Eo ~°suffisamment petit et ceHes du systeme redui t

(1.2)

(1.3)

x n. x (0,E1 , Q. Hant

(x ,y ) : I -. Rn+m

o 0

x' = f(t,x,y,O) °•g(t;x,y,O)

ou x E: R
n

et y EO R
m

, f et 9 etant definies dans

un domaine de R
n

+
m•

Suivant P. Habets, une solution zo

de (1.3) sera dite consistante en to E: I si

(Ii,..,> 0)(::1 £0'> O)(Ii €40.JO,E o ] )("3 z~ 6 Sl..)(Ii t ~ ta ,tt J) : nzE(t) - zO(t)II""1

ou z~ : J ~(t est une solution de (1.2) tellc qU E zElia) = z~ [CfI1IlIC peur
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la stabili te, di ffErents types d 1 "uni formi te" peu vent etrL introcuits pour

cette notion de cons i s t ence et s i , ca ns la definition, ":1 ~ "est remplace

par " 'd z; " , on parlera de consistance compl ete en to' Cette de rn i er e

notion s e prete bien a une etude a pa r t i r de foncti uns auxiliaires et P. Ha­

be t s a donne des th{or emes qui "paraphrasent" en quelque s or t e certains

r esultats de s t ab i l i te ob t enu s pa r l a met r ode directe de Lyap ounov et qui

contiennent comme ca s particulieTs de s r esultats de A. N. Tihonov et F.e.

Hoppens.teadt (P . HA BETS, 1972 ).

C. Risito a considere Ie probl eme"de la s tabili t e et de la stabi l i te

as ympt otique partielle d '{qua t iDns diff e r entie l l es possedant de s inteorales

premieres. Si les equa t i ons differentielles e t l es integrales premieres

ne de pe ndent pas explicitement du temps et si Dn su ppose que les integrales

premiere s sont r {solues par rapport a un nombre de varia bl es egal au nom-

bre deQ integrales premieres, Ie probleme se ramene a l' etude de la stabi­

lite de l'origine de l'eguation r edui t e

x' Xo(x) +R(x,F')
(1.4 )

~' = °
ou Rest telle que R(x,O) = 0; Ie systeme correspondant a ('-> °

x' = XO(x)

est appele systeme particularise r eduit . Une condition nedessaire pour la

stabili te asymptotique partielle en x est qu' il existe un A.> 0 tel que,

pour tout r vEhifiant I\fll..c). , x = °soit solution de (1.4). " C. Risito

a obtenu, en termes d'une fonction auxiliaire, des conoitions supplementaires

qui sont s uf f i s ant e s pour obt eni r la stabilite asymptotique partielle en x

ainsi que des r esultats concernant l'attractivite. Ces r esultats trouvent

des applications dans la mecaniqua des s~stemes dissipatifs holonomes

(e. RISlTO, 1967, 1969, 197 0 ) .

En utilisant un concept de~ quelque peu different de celui in­

troduit par K.P. Persidskii, M. Laloy a reconstruit la plupart des the­

oremes connus dans Ie domaine de l'instabilite et en a generalise certains

d'entre eux. Sa methode consi ste a demontrer separeme~t des conditions s uf -
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fi san t es pour qu ' un ensem ble s oi t un s ecteur (theoremes de type I) et

des co ndi t ions s uf f isa ntes pour qu'un ensemble poss ide une "bonne" pro­

pr i.e t e d ' expulsion des so luti ons (theorirre s ode t ype 11) ; en as so ciant de

ma ni ere adequate l es de ux t ypes de theoremes, on obtien t des theoremes

d ' i ns tabi l i t e . Cette procedu r e en deu x etapes permet en premier lieu

d 'assouplir l es hypotheses des theorenEs de type I, principalement par

l' empl oi de fami l I es de fonction s auxiliaires ob tenues en ass oc i ant a
c haqu e poi nt de l a f r-on t i.er e "Le t e.ra Le" d' un s ec t e ur une f onction de f .i.n.ie

dan s un vois ina~e de ce point; en sec ond lieu , ~ . Laloy a e te a mcme de

co nside re r I e cas de s ec t eur s qui ne s ont pa s ouverts, ce qui permet en

pa r ticulie r d ' adme ttr e comme s ec t eur s des ensem bles dont la dimension

es t i nfe r ieure a celIe de x dans (1 . 1) (M. LALOY, 1972
1),

Cette derniere

carac t eris t i que des r esultats de M. Laloy rend tout naturellement possible

l eur application au cas de secteurs correspondent a des hypersurfaces de-

f i ni es pa r des integrales premieres de l' equation differentielle. M. La­

l oy obt i ent de cette mani ere, pour l'instabilite, un r esultat analogue a

un t~eoreme de s t a bi l i te de L. Salvadori et i l en a deduit une ge ne r alisa­

tion s ubstan t i e l l e d'un critere d' ins t abilite demontrc par A. Huaux . (M.

LA LOY, 1972
2),

In dependamment du groupe de rec herches , consacrees a la methode directe

de Lyapounov, que nous venons de decrire, il convient de citer egalement

l es travaux de A. Hua ux sur l a construction des fonctions de Lyapounov pour

de s sys temes d 'vq ua t i ons di f fe rent ie l l es sous forme nor male. A. Huau x a

general i s e une met hode de construction due a P.J. Ponzo et a ap pl ique Ie

procerie ai ns i ob tenu a un certain nombre d ' equa tions de f orme pe r t i cu.L i e re

(A . HUA UX, 1970 ) .
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b) M~thode de la pre~i~re approximation en th~orie de la stabilit~

En s'appuyant sur la m~thode de la premiere approximation, E. Carton

a ~tudi~ la stabilit~ de l'origine pout des ~quations diff~rentielles de la

forme

x' • A(t)x + f(t,x). (1.5)

II suppose que A : I ~ ~(Rn,Rn) est locale~ent int~grable et que

f : I x B(O,r) _R
n

est continue (resp . mesurable) en x (resp , en t) pour

tout t (resp. x) fix~ et telle que

I\f(t,x)\\ ~ cX(t)lIx"m , m ? "

avec O(~) localement integrable. En outre, l ' exi s t ence et l'unicite locale

des solutions est suppos~e satisfaite. Les theor~mes de stabilit~ et d'ins­

t abilite obtenus par E. Carton, qui gen~ralisent des r~sultats de A.M. Lya­

pounov, I.G. Malkin, .J .L. Massera, N.G. TC~l;taev, O. Perron, E. Cotton et

K.P. Persidsky, se d~duisent d'in~galit~s fondamentales fournissant une

borne -sup~rieure pour \Ix( t)!1 et /Ix(t) - X(t, to)xo II (x( t) etant la

solution de (1.5) telle que x(to) =Xo et X(t,to) la matrice fondamentale

de x' =A(t)x) en termes d'une majorante <fIt) de IIX(t,\)1\ soumise II

certaines conditions suppl~mentaires. La merna m~thode permet ega lement d'ob­

tenir des theor~mes d'existence de familIes de solutions bornees ou asymptoti­

ques II zero ainsi que des resultats ·de stabilit€ conditionnelle (E. CARTON,

196B , 1969

"

1969
1

, 1970 ) .

c) Th~orie des aystemes dynamisU8s

Ph. Ronsmans a montr~ qu'une ~quation diff~rentielle non l ineaire et non

autonome, satisfaisant II des conditions d'unicite convenables, est reductible

II un syst~me dynamique (d~fini II partir d'une ~quation diff~rentielle autonome

de m6me ordre que l'equation de depart) si elle est invariante pour un groupe

continu II un param~tre. II est alors possible d'en d~duire des th~or~mes de

stabilit~ de la solution nulle d'une ~quation de type (1.5) qui ~vitent i'ss­

timation des nombres caracteristiques de Lyapounov de la partie lin~aire.

Cette approche a et~ appliqu~e avec succes II l'equation d'Emden-fowler (Ph.

RONSMANS, 1967 , 1966 , 1969 ).

En ce qui concerne l'eguation d'Emden-fowler, on peut egalement signaler

une ~tude, due II M. Lefranc et J. Mawhin, des singularites de cette equation

II partir des m~thodes qualitativ5s de la theorie des Equations differentielle,
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etude qui ameliore ou carrige des resultats anterieurs de C.W. Jones.(M. LE­
)

Dans Ie domaine de l'etude des points singuliers d'equations diff6rentiel­

les autonomes du second ordre, il convient encore de signaler les recherches

de A. Cardon sur les points singuliers a indice de Poincare fractionnaire de

systemes dynamiques dans R2, travaux auxquels il a et€ conduit par ses recher-,

ches en th~orie de l' fclasticite (A. CARDON, 1969 ).

Afin d'obtenir une Dynamique topologique interessante dans l'ptude des equa­

tions differentielles non autonomes, E. Muyldermans a etudie en detail Ie con­

cept de system~utonome. 11 s'agit d'une application

TC : R x E x R __ E , (t,x,'l:"! ........ TC(t,x,~)

(E est un espace metrique) verifiant les conditions suivantes :

a) Tt.(O,x, 't:") x

b) n::(s+t ,x,?:) = n::(s,-n:(t,x,?:),t+'l:'

c) Tt est continue.

Contrairement au cas des systemes dynamiques, Ie n'est plus un groupe mais

conserve un certain nombre de proprietes algebriques et tupologiques intfres­

santes. En outre, si TCtr est Le translate de Ie defini par

TCcr(t,x,~). Tt(t,x. ~+ CT) ,

on peut montrer que l'appli~ation

'(TC,er ~ 'fL er

est un systeme dynamique sur l'ensemble des applications 7C •

la trajectoire de ce systeme dynamique passant par rr et s i X = ' E x n ,
on peut construire sur X un systeme dynamiq ue dont les ensembles li",i tes. ne

sont pas vides. (E. MUYLDERMANS, 1572 ).
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II. METHODES QUANTITA TIVES

a) equations differentielles guasi-lineaires

Les travaux dans ce domaine portent principalement sur l' etude des s ol ut i ons

ptriodiques, ou de problemes au x l imi t es plus generau x, pour des ( quat i uns ci f ­

ferentie l~es qua si-lineaires de la f orme

X' = A(t)x + g ( t ) + (, f(t, x, E.) (11.1 )

ou x t R
n

et Eo est "suffisamment pe t i t " . C. Fabry a e tendu la methode de

Cesari-Hale de recherche des solutions pe r i odi ques de (11. 2) au cas ou la

matrice A, supposee constante, n'est pas necessairement diagonalisable; il a de­

veloppe un procede analogJe dans Ie cas d'une equa tion di ff€ ren t i el l e sca l aire

(n-1 )
+ a

n_ 1z

d'ordre n de la forme
(n)

z + ... +az=
o

(n-1 )
E Z(t,z, ••• , z , E)

et a obtenu de la sorte une formulation rigoureuse de certaines meth ode s heu­

ristiques utilisees en theorie des ·circuits (C• . FABRY, 1970). Le m~me proble­

me·pour l' Gquation (11.1) a ete considere par J. Mawhin a partir c 'une applica­

tion directe de la methode de Cesari, Ie cas de familIes de solutions periodi ques

etant egalement examine (J. MAWHW, 1967", 19672.' 1967 J. J. Mawhin a egalement

applique a ce probleme la theorie du deqre topologique ·de Brouwer et a gener a l ise

des resultats de J. Cronin (J. MAWHIN, 19691 ) , L'idee fondamentale de la mtthode

de Cesari-Hale a ete adaptee par C. Fabry de maniere a s'appliquer a la recherche

de solutions de (11.1) verifiant des conditions aux limites du type

LxIa ) + r~x(b) "p + ~ q(x(a), x(b), Eo ) (11.2)

(p E. n", L et r~ .s ont des (nxn)-matrices) (C. FABRY, 1971
t

) .

Dans Ie domaine de la recharche d'algorithmes constructifs et convergents

pour l'.btention des solutions periodiques d'equations differentielles quasi­

lineaires. J. Mawhin, C. Fabry et M. Strasberg ont obtenu, par des procedes

differents, des resultats voisins qui, dans Ie cas des ' deux premiers auteurs

cites, ont ete formuleSdans Ie cadre plus general de l'etude d'equations de la

forme-

Lx • £ Nx (I 1.3)

ou L : Dom LeX _ Z est lineaire, N : Dom N C X ~ Z non necessairement

lineaire et X, Z sont des espaces de Banach. Les resultats obtenus par J.
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Mawhin se fondent sur un theoreme de reduction de (11.3) ~ la recherche des

points fixes d'un certain operateur defini et e valeurs dans X (J. MAWHIN,

1970~, 19711 ) , La methode utilisee par C. Fabry est une formulation abstrai­

te d'un ·a l gor i t hme introduit par C. Banfi et A.C. Lazer dans le cas particu­

lier de la recherche des solutions periodiques et qui est dans l'esprit de ·

la methode de Cesari-Hale (C. FABRY, 1971 ). Enfin, le precede developpe

par M. Strasberg fait appel ~ la notion ·de matrice de Green generalisee et

~ la methode de Newton-Kantorovich (M. STRASBlRG, 1971 ).

Le probleme de l'existence de familles de solutions periodiques au voi­

sinage d'une position d'equilibre d'un systeme differentiel hamiltonien

analytique a ete considere par J. Roels qui a etendu un theoreme d'existence

bien connu de Lyapounov au cas ou il existe entre deu~ valeurs propres

\. et~ · de la matrice du systeme linearise une relation du type
4 !

A.: = k~ (k"7 3 entier), e condition qu'une certaine expreasLon R(k),

fonction seulement de .k et de coefficients des termes du troisieme et du

quatrieme ordre du Hamilton~en, soit non nulle. Les resultats ainsi ob­

tenus ont d'interessantes app l ications dans le probleme restreint des trois

corps (J. ROELS, 1971" 19712.).

b) equations differentielles fortement non lineaires : theorie generale

Le probleme de l'existence des solutions periodigues d'equations diffe­

rentielles fortement non lineaires a ete considere par J. Mawhin en faisant

appel ~ la theorie du degre topologique. 11 a ~nonce et demontre un theoreme

general d'existence, en utilisant tout d'abord la methode de Cesari (J. MAWHIN,

1969,) et ensuite la reduction ~ un problema de points fixes signalee en (a)

ci-dessus (J. MAWHIN, 1969i ) , avant d'e tendre cette derniere approche au

ca s d'equations differentielles fonctionnelles (J. MAWHIN, 19711) et au

ca s d'equations de la forme

Lx = Nx (I 1.4)

(les notatiuns etant celles de (a)) dans des espaces de Banach (J. r~WHIN,

19712.). Recemment , ce theoreme a trouve une formulation naturelle au sein

d'une generalisation de la theorie du degre de Leray-Schauder fondee sur la

notion de degre de coIncidence pour des couples d'applications (L ,N) dans des

espac es vector i els t opologique s laca l ement co nvex es (J. 11AWHIN, 19721r.
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Ca th~or~me a ~t' utilis' pour donner une 'd6montration particuli~rement

simple d'une g6niralisation au caa ,das 'quetions fonctionnallea diff'rentielles

de 1.. m6thode des fonctione directrices de M.A. Krasnosel'skii (J. MAlitllN,

19711), Dans le cas dliqu~tion8 diff6rentielles ordinairea, J. Mawhin e~ C.

Mui!(oz ont obtenu, au sein de cette~. approche, des th60rtnls concemant

ie nombre et la stabilit6 asymptotique locale des solutions p6riodiques (J.

MAWHIN et C. MLWOZ,1971 i.

En ce qui concerne l'obtention d 'elgDrithmes constructif. at ccnvergents

pour l'obtent10n des solutions p6riodiques d'~qustions diff6rentielles forte­

ment non lin'aires, M. Strasberg a montr~ que 18 m6thode d'Urebe pouvait !tre

formulie en termes de le m6thode de Newton-Kantorovich et il a 6galament ~­

sent~ dans ce cadre une ~ariante due ~ R. Bouc (1'1. STRASBERG, 1970). A par­

tir de 1 'approche g~nirsle dont il a '~question aul' paragrapher ' (a) et ci­

dessus, J. Mawhin a intrDduit, pDur l'6quation (11.4) un algorithme qui

utilise, CDmme la m'thDde d'Urabe, les apprDximations de Galerkin _ais qui,

dans le cas psrticulier du prDblems des solutions p'riDdiques, se rapproche

d'un prDc'd6 dO ~ C. Banfi (J~ MAWHIN, 19711),

c) 'suatiDns diff'rentielles fortement nDn lin'airss : 'suatiDns particuli~res

L. Derwidu6 et E. Carton ont fait une 'tude ayst'matique, par diff6rentBa

mithodes, de l 'existehce, du nombre et de la stabilit' asymptotique locale

des solutiDns piriodiques de l'iquation de forbst

x" + cx' + kx(l_x)-1 K ,e (t )

ou c 'et k sont des constantes et e(t) une fonction piriDdique (L. DERWIDUE,

1970 , E. CARTOO, 1970 ).

J .P. Gossez a utilis' le m6thode de ~onotonie pDur 6tudier l'existence,

l'unicit' et l'epproximation des solutions p'riodiques de l'iquation diff6­

r ent i e l l e (du type de Duffing)

x" + ax' + bx - hex) • s(t)

aU a et b sont des constantes soumises, ainsi que la piriode de e(t) et la

fDnction h(x), a certaines restrictions (J.P. GOSSEZ, 1968 ).

G. Demarie a itendu au cas non autonome des rcsultats de P. Sagirow sur la

justification de la mithDde de linearisatiDn iquivalente pour une iquatiDn

scalaire du 'second ordre (G. DEMAREE, 1961 ).
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En utilisant systematiquement Ie theoreme general d'existence signale au

paragraphe (b), J. Mawhin a obtenu :

(i) une generalisation de theoremes de J.O.C. Ezeilo, G. Sedsiwy et G. Vil­

lari relatifs A des equations differentielles scalaires d'ordre trois (J. MAw­

HIN, 1969 1);

(ii) des theoremes c'existence de scl ut i ons periodiques pour des equations

differentielles scalaires et vectorielles du type de Lienard et de Rayleigh

non autonomes, resultats qui fournissent, entre autres choses, des extensions

de theor~mes de R.A. Gomory, J.A. Marlin , A.C. Lazer et R. Faure (J. ~~WHIN,

1969" 1970." 19702.' 19703, 1970,;);

(iii) des theoremes d'existence pour des equations vectorielles du typ~

x' c f(t,x) et x" c f(t ,x,x')

non necessairement dissipati~ su sens de Levinson .et generalisant des re­

sultats de C. Corduneanu et L. Nirenberg (J. ~~WHIN, 1970
1

, 19704);

(iv) une generalisation au cas d'equations fonctionnelles differentielles

de resultats de J. Cronin sur l'existence de solutions periodiGues de E£E­

turbations .non autonomes d'equations autonomes possedant un point critique

globalement asymptotiquement instable (J . ~~WHIN, 1971 t ) ;

(v) un theoreme d'existence de solutions periodiques pour un systeme

d'equations fonctionnelles differentielles du type de .Lienard (J. MAWH I N,

1971 t);

(~1 une generalisation de resultats de Ph. Hartman , H.W . Knobloch et

K. Schmitt concernant certains problemas aux limites pour des equa t i ons

vectorielles du second ordre (J. MAWHIN, 1972 1) ,

Un certein nombre de resultats que nous venons de signaler seront expo­

3es de maniere systematique dans les trois chapitres consacres aux solutions

periodiques de l'ouvrage de N. Rouche et .J. Mawhin signale plus haut.

d) emploi de methodes approchees et numeriques

l.ec oscilleteurs non lineaire du type de Duffing A deux degres de liberte

J~t ete etudies per P. Janssqns, R. Van Dooren et M. Delchambre a l'aide de

differentes methodes approchees ou numeriques et en particulier

(i) par Ie methode du premier harmonique (P. JANSSENS, R. VAN DOOREN. at

DELCHAMBRE1 1970 , R. VAN DOOREN, 1971 1);
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(ii) par une methode de Krylov-Bogolyoubov modi fi ee (R. VAN DOL RE ~ , 1970 Jj

(iii) pa r l a methode de Galerkin- Urabe (H. VA N DOCHEN, 1970 , 1971
2);

les recherches ce R. Van Door en ont en particulier por t e sur une e t ude detail­

l ee des oscilla t ions co mpos ees de type additif (combination tones).

M. Delchambre a e t udi e , a l ' a i de de la me t hode du pr emi e r harmoni que, I e

couplage de de ux osci l lateurs non lineaires du type de van der Pol en r ?gime

f or ce (14. DELCHAi1BRE, 1970 ) et, en collaboration avec H. Bastin, a mis au

poi nt un pr ocramme de c alcul numerioue de s modes normau x (au sens de R. M.

Ros enbe r g ) de sys temes conservatifs autonomes non lineaires a deu x der,res de

Li be r t e (H. BA5THJ e t M. DELC HAf'lERE, 1970).
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CERTAINS ASPEC'l!S D.l!S PROGRES DE LA M.l!.'THODE DE Clli'fl'L1AGE.

(Lxpose des Lecons present ees a. professer dans Le UellGl'e

International ~athema~ique ~'~te (C.1.M.E.) a B~sa~o~

uu 4 au 13 juin 19(2).

PR.l1I1lERE L~ON

I N'l'RuDUCTION

Au cours des 1e<;ons c~-presen~es j'ai l'intention de me

fixer sur quelques nouveaux r~sultats incarnant les progres de

la m~thode de cell~rage, une des m~thodes analytiques principales

dans la theorie des osci~~a~ions non-lineaires. Les resultats

dont je vais parler ont une grande Lmpor-uance et donnant la po-

ssibilite d'~tud1er ae nouvelles classes d'equations differen~i­

ellas non-Lfneai.nes eG 0. 1 analyser les phenomenes oscil.latoircs

comp'Lf.ques , mais i.l.S sent encore peu connus aux larges milieux

de savants s 'occupant des probl~mes pratiques.

CODlIne on sait, la methode de centrage naquit sous sa

forme primaire au sein de la Mecanique celeste, et c'est princi­

palement avec les probl~mes de cette dern1ere que la premi~re

etape du deve'Loppemenu de la methode de centrage fut lH~e. Pour

resoudre ces probl~mes, on appliqua de divers schemas de cen~ra­

ge, par example, ceux de Gauss, de De.launay-Hill, de FaGou et
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d1autres, dont I'essentiel consistait en ce que dans les equati­

ons dirrerentielles comp~iqu~es, decrivant les oscilLations ou

les rota~iol~, les deuxiemes membres e~aient rempIac~s par leurs

valeurs moyennes, c'est-a-dire, par les t'onctn.ona "lissees", ne

dependant; pas explicil;ement de temps i et de parametres rapi­

dement variab1.es. Les equations obtenues s 'int~graien~ exactement

ou bien se simplifiaient cons.Ldez-ab.Lemenb , ce qui permettait dian

tirer des concLusions importantes, qUaLitatives comme quant it~ti­

ves, sur Ie mouvement etudie.

Mais la methode de centrage restait longtemps inconnue

dans la theorie des oscillations non-lineaires, et ce ne sont que

les travaux de Van der Pol et leur large popularisation par 1...I.

Mandelstam en .N. D. Papalexi qui ont donne la naissance a. 1.'app-

lication systematique de la methode de centrage dans la Radiote­

chnique, dans l'Electrotechnique et dans les Mecaniques pour etu­
dier des processus oscillatoires non-lineaires, y rencontres.

Tout de meme , .i.... faut remarquer que dejll en 1e35, dans

sa "Note sur ~a methode des approximations successives", M.V. Os­

trogradsky etrudf.a une equation non-Li.neair-e A la car-accer-Latd.que

cubique et en premiere approximation il re9ut un resultat pareil

A celui que fourL...Lrait la methode de centrage.

Et auparavant, en 168~, Issaak Newton (voir nphilosophiae

naturalis principia mathematica", livre V)examina Le mouvement

du pendu.i,e o,....1S un milieu resistant et i l obtint une formule de

1.'amortissem~nt des petites oscillations, valable pour touue loi

de la resistance. La rormule de Newton coincide entierement avec

celle t rouvee en premiere 'approximat i on <l 1 I aide de la metbo<1e de
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centrage.

11 est a remarquer que dans son expose de La methode

de centrage Van der Pol dcduisait les equations centrees par ~es

raisonnements tres cloignes de la rigueur mathematique. Bien quo

sa methode f'nt fructueuse a La premiere etape du ueve.Loppemenu

de la mccam.que non-lineaire, el1e ne pouvat t satisl'aire compLe­

tement ni les besoins pratiques, ni les exi.gences mi.ru.maaes qu-

ant a la persuasivite et la generalite des conclusions, ce qui

est demande a La vraie methode appr-cchee pour se faire queLque

idee de sa pr~cision et des limites d~ sa validite •

.Neanmoins, en 1928 P. l!'a'tou et en 1934 L.I. 1'landels1Jam

et N.D. Papalexi ont rait de premiers pas a donner la justifica­

tion mathematique de la me-chode de centrage dans un cas particu­

lier, ou les seconds membres des equations differen-cielles sont

per-Lodf.qucs ,

La methode de centrage a etc considerablement developpee

par N.M. Krylov et N.N. Bogolioubov. En '1 <;)37 iJ.s orrt demontir-e

que cette methode reste valable quand les deuxidme membres des

equations dirrerentielles a centrer sont les fonctions quasi-pe­

riodiques par rapport au temps t
b~ c'est a N.N. Bogolioubov que nous devons la creacion

de La theorie rigou,L'euse a.u principe de centrage. N.N. Bogoliou-

bov a montre qu'on ne peut concevoir la met hode de centrage sans

existence d'un changement de variables qui permet d'exclure l e

temps i des secona.s membres des equations, av ec t;elJ.e preci-

sion que l' on vcut par rapport a un petit par-amotir- o t. • Avec

ceLa, 11 l' aide des r-ai souneraerrcs physiques If;licat s N.H. 130[£0-
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lioubov.a elabor. le procede a Iormer non seulement un systdme

centre de la premiere approximation, mai~ ~ussi des systemes ~e-

nur-es des approximations plus ~levbEls, dont 1.es solutions repre­

sentent une solution du systame o.e depart (syst~me 8xa~t) avec

une precision prtlscrite d'avance et aussi haute que l'oli:veut.

JI;l vais exposer succd.ncnemenu l'idee de la method. de

centrage d'apr~s N.N. Bogolioubov, mais sans entrer en details,

puisque cette methode est traitee d'une mani~re d~taill~e dans

des monographies bien connues.

L'essentiel de la methode de centrage, que nous devons

a N.N. Bogolioubov, peut etre expose de maniere suivante.

Soit une equation dif1'erenti elle aous Ja forme vectorielle

(1.1 )

ou
oX

est un petit parametre positif, t
sont des points de l'espace euc~idien a

est le temps, les

n: dimensions En..

dans Le sy-

Los equations dont les deuxi~mes membres sont proporti-

onneLs a un pot i t: paramet r e , sont appe.Lees , comme on sait,les

0qua l;i ons "sous forme standard". Les variables :c
sJcC!1e (1.1) sont des quantit~s lentement variables.

Sous certaines restrictions i mposees aux deuxicmes mem-

bros de (1.1) changeons de variables d1apres les formules

(1.2)

l ' equat i on (1.1) s e ramene a un e equation exacte
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de X 1p m MH
-=E (~he (~)+ ..·+e P(~)+E 1t(t~).dt 0 a. M •

m.+(1)
N~gligeons dans (1.)) Ie terme E. n..(t.~)

une equation "centree" de m -i~me approximation

!!..£=EX (~)+E1P(~)+ ·"+emp(~).di 0.1 m.

Toutes les fonctions ~ (t. ~), Fi (t, ~L· .. )Fm (t, ~)

(1.))

, il vient

(1.4 )

dans Ie deu-

xi~me membre du changement (1.2) sont calculees elementairement

et les fonctions resultent du cen-

trage des deuxi~mes membres de (1.1) apres y avoir substitue

l'expression (1.2). Par exemple,

Xo(~) =t:l {X(t~) ~,

P4 (~) = ~ t( X'O0~ )X(t,~)} .
Dans un nombre de ses travaux N.N. Bogolioubov a donne

la justification math~matique rigoureuse du principe de centrage,

enonce et developpe par lui-m~me. Cette J~stification en son es­

sence se ram~ne a la resolution de deux probl~mes suivants.

1) Soit une valeur suffisalllInent petite du param~'l;re E • Trou-

ver les conditions sous lesquelles la solution des equations exa-

ctes

(1.5)

differe aussi peu que l'on veut de la solution des ~quations ce­

ntrees correspondantes

(1.6)
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dans un intervalle de temps aussi long que l'on veut, mais fini.

2) Soient les solutions des equations exactes (1.5) et les solu­

tions des equations ceutreliS (1.6). h'tablir la correspondance

entre leurs diverses proprietes qui d,~pendent de leur comporte-

ment dans un intervalle infini de temps; particuli erement, faire

correspondre les solutions periodiques du syst~me centre aux 'so-

lutions periodiques du systeme exact et etablir les proprietes

de l'attraction par celles-ci des solutions voisines.

Je n'ai pas de possibilite de donner ici l'enonce com­

plet de ces problemes, ni de m'attarder sur la demonstration de

nombreux theoremes elegants qui donnent aux problemes mentionnes

La justification mathematique rigoureuse.

Je me borne a remarquer que c ! est un theoreme classique

de N.N. Bogolioubov qui joue un r~le fondamental a la resolution

du premier probleme pour une assez large cLaase d'~quations dif­

ferentielles sous forme standard. Oe theoreme nous fournit une

evalution de la difference I~(.t) - ~(t)1 dans un intervall€.

de temps aussi long que l'on veut, mais fini, sous conditions

assez generales imposees aux deuxiemes membres du systeme (1.5):

i1 n' est exige que l' existence de la valeur moyenne

'T'

$::~ fX (t,,)dt - Xo ( ; ). (1.7)
o

Oe theoreme a donne la possibilite d'elargir essentiel-

lement le domaine ou leprincipe de centrage est valable et il a

eu de considerables developpements et generalisations dans des

travaux de nombr-eux auteurs.
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J e vais parler brievement d 'un formalisme de la methode

d.e c entrcag e de N.N. Bogolioubov. Ce f ormalisme aboutit aux equa­

t i ons centr ees qui sont l es equations approchees du premier et

du deuxi eme ordre . Dans ce qui suit , pour abreger designons l 'en­

s embl e de n. variabl es X t, .. · , ~ t1- par une l ettr e ~ et consi­

der ons dans I ' equatio:J. (1. 1 ) l es Grandeur s X et X comme l es

points d ' espace euc lidi en! n dimensions.

Alura la fo~ul c de different i ation des fonc tions de

pl us i eur s variables

l a mat r i ce

et (d~ '0 )
dt tOx

cOImlle
d3:
Cit

d~ (t,~t''' ' '%1&) :: '0 Fit +i '0 ~ d:£~
. di 'at ~ s /O-=) di

deviendra avec nos notat ions

dF ='OF +1JF d~= 'OF +(d~ l )F
di rot 'O~ cit ~t dt ~x )

~Fde sorte que - es t considere

~ ~~~ ~ ~:liqUee au vectreur

corume l' operateur produit vectori el

(1.8)

( 1 .9 )

i d~1f ~ . (1.10 )

J" j cit ~X,

II est evident que l'applic~tion du sys teme de notati on

mat r i co-vect or i el l e ne necessite aucune e~~lication sUPPtem0nt ai­

r c et presente une etaI>e i mllortante dans La s i mplif i cat i on des

equations.

SUI>POSOOS de plus que F(t/X) est une somme de let. f orme
.~t

F(t,:t)=L e ~ [a>L ( 1 ~ 11 )
'oJ

En i nt r oduisant alors l es notations
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ivt,... e
F(t,x)=l.~ ~ (X),

oJ" I) /,

~ Ni
F(i,x)=L~J.~{~)

n·o (~)

(1. 12)

et c . on a. identiquement
~

'aF ,..,
rot .. FJ

(1.1 ))

(1.14)

L'op~rateur ....... est l'operateur d 'int:f:::;ration I ~ est l'opcrate­

ur de centrag e pour des X constants ou l'operateur de centrage

par rapport au t emps.

Examinons maintenant Ie syst~me d'equation (1.1) o~ e
est un petit param~tre et o~ les expr es s i ons X(t,~) fonctions

du temps sont r epresentees par 1es semmes de l ? f orme

i.-Jt
X(t,~) "-~ e XI (a))

La f9rm~ de 1a solution apfrochee du systeme (1.1), peut ~tre

trouvee, ou pl us exactement devinee , a l'aide de notions t out a
fait intuitives, a savoir: et ant donne que la dGr i vee premiere

~~ est propor t i onnel le au pet i t parametre il est nor-

mal de considerer X corme un c superposition d'un ter~e variable

~ et de la sor~e de termes oscillants et compte tenu de la.

f ait le valeur de ces derni eres on pos er a a l'approximat i on du pre-

mier ordre: af.o rs
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c ' est-a.-dire :

0% X- : e (~) + plus termes oscil- (1.10)
dt 0 lants !)et i trs ,

En considerant que ces t ermes sinusoidaux n' entrainent

que de petites oscillations de ~ par rapport a e et n'agiss-

ent pas sur La variation syst6matique de.x on obtient en premi­

~re approximation

(1.17)

Pour obtenir l'approximation du deuxi~Be ordre il faut

dans (1 .16) qui entrainent

tenir compte dans l' e:'~"I"ession de X des termes oscillants en
°1iXee' oJ (~)tenant compte de

pour oX des oscillations du type

~"t

e~ X~ (~)
on about~t alors A l'expression approchbe du tlJPe

illt

x=~re~~X (~)=~+€X(t)~).
U.o ".) II

En portant (1.18) dans l'~~uation (1.1) nous avons

(1.18 )

d~ ....
di; :eX(t,~+EX)) (1.1 9)

c.a.d.: ;: ~ E~ {X (t)~ + eX)) plus t ermes s f.nusof-

daux petits, d'ou, en neg l igeant l' 3.ction des t ermes sinusoidaux
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sur la variation systematique de , nous obtenons 1'equation de

l' approximation de second ordre

.:!i:: eM fX (t,~ toEX(i.~))})
cH •

ou, aux petites quantites du troisi~me ordre pr~s,

(1.20)

et ainsi de suite.

Les raisonne~nts expos~s, eVidemment, ne sauraient pre­

tendre ~tre convaincants ; on peut avancer, par exemple, que lo~

sque l'on porte (1.1?) dans (1.1), lc~ termes n~ges sont du

m~me ordre que eX' qui est conserve.o
II est aisl! toutefois de leur donner une forme plus va-

lable. Pour cela effectuons dans (1.1) .Le changemenb de variable

ou ~ est prise comme Lnconnue ,

En different:bant (1.21) il vient,., ,., ,

d:t!k tOX(t() d~ roX(t.~)
di .. cit +s ~ ~ (jf +e tOt .

(1.21 )

(1.22)

Mais 'en vertu de la propriete (1.13) de l'operateur d'intl!gration

En portant (1.21) et (1.22) dans (1.1) on obtient

Boit
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,.,

{E' ~~~} ~:. ~X,(~H!X (i,~ +eXj- X(t.~)},

au E est une matrice unite.

En multipliant (1.2)) ! gauche par

(1.2))

on remarque que leG nouvelles inconnues ~ verifient des equati-

ons'du type: ,... -1

*'E{E+E~~} X,(~l+ _
'OX -1 (1.25)

+e{ Et E,~~} {X(t,;+f.X)-X(i}~)}.
D'autre part, en'developpant (1.24) en serie des puissances de B

Li. vient

(1.26)

m
otl le syubole E repr~sen·l;e dea grandeurs dUo meme ordre que

Itl.e . U'est pourquoi Ip.s equations (1.25) donnent

cJ~ X .&
- = ~ (~) to f . " ,at . 0

soit de fa~on plus precise,

(1.28 )

Aloi's, si ~ verifie les c'it1ations (1.2'7) dont les se­

conds membr es diff~rent de ceux de l'equation
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(1.29 )

i ' un i nfini ment p et i t du deuxi~me 'or dr e l' ~xpression

(1.30 )

es t un e solution exapte de l' cquation consid~r~e (1.1).

C'est pourquoi l'on peut prendre en premi~re approxima-

tion
x • ~, (1.31 )

en prenan t pour e la solution de l' ~ Cl:.;.ation lie l' approximation

du p~emier ordre (1.29).

L'expression (1.30), o~ ~ verifie lea m~mes equat i ons

s vra appel~e approximat i on du pr emier or~re am~1iore e.

En por t ant l'a~proximation du premi pr ordre anl~1iore e da­

ES l ' ~ Cluation exact e (1.1) i1 es t f aci le de voir qu e cet t e u.!?p r o-

xi mation 10. v erifi e ~ un infiniment petit du deuxi ~m~ orJ r e pr~s .

En r ev enant a l' € quation (1.29) on r-emar-qu e qu ' en v ertu

de 1a ~efinition de 1'operar. eur de centrage

XoU;)=~{X(t.~)}
1' equa t ion d e l'~~proximation du premier or dr 0 .!?eut ~tre mi se

sous La fo r me

(1. 32 )

De s oz-t e que l es eq'.lutions de l' approximat i on du premi er or-dr-o

(1. 32) s ' obt iennent d part i r des equations exactes (1. 1 ) par cen-

t :::,ase par rapport au temp s . Lors qu e lion ef fect u e c e centir-ag e or­

consi <l~re ~ conme une constant e.
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Pas aons mai.rrt enarrt a :La. construction de l' approximation

du deuxi ~me ordre.

Remur~uons qu e lors de l a construction dp l'approximatioI

du premier ord.re en effectuant le changement ode variable (1.30)

nous avoIlS mis 1'llquation (1.1) soua La forme

Pour obt enir l' approximation du deuxi eme ordre nous tro­

uverons de fa~on analogue, le changement de variable qui trans­

f orme X en e qui verifie une equation du tJ'Ile

de X 0 ~P( 6-=e (~)+e ~)+e··· ·dt 0
(1.33)

Pour aboutir o! ce changement de variable, la voie la

p l us s i lapl e.a not re avis, consiste a trouver une expr es sion

(1.34 )

ou ~ verifie une eqL~ation du type

premier ordre

1
0

, expr-esai.on

3
et qu i vGr ifie (1.1) a un infiniment p etit de l'ordre de e pres.

COL1IJle pour ~ dGtermi ne a part;ir de l' cppr ox t.ma tri on du

LH _

~:~+eL~X (~)=~+eX[tJ~)
~ .. o ~~ ~

veri:fi e l ' equation (1.1) a un Lnf'Ln i.uenb petit du d eux i ~n:e ordre
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pres , .n ou a, chercherons' La solution de (1.34) sous La forme

\ , )
• ; (" . 37)

ou Fest repr€lsent€l par une somme du type
~I't

F(+;,~)"L: e ~ (~).
r

En portant (1.36) dans Ie deux1~me membre de (1.1) ona

,., ~

eX(t,x) = e.X(t,; ...eX)+c .., (1.)8)

"eX(te)+s~(X~)X(t,e)+sJ ... ·
D' aut r e part pour ~ defini par l'equation (1.35) s1

l'on di f f orent i e l'expression (1.36) on obtient
d:c d~ '3X(t.~) dE .. ~F(t,~) d-e ~X(t,~) l.oF(~~)
eH =dt T e t'7)~ di toE 1)~ dt + E. 'at + f, 'at "

.... ,..,
_ XC'C) ~P(l:) a'OX(t.~)X(l:) 'OX(t~) ... . ~F(t,~ 3
-eo" t- Eo ., +e '3 ~ 0 'i 1"e 'a t + e 'Oi ;- s " ')

(1..39)

De sorte que l'expression (1.38) sera €lgale ! (1039) !

un infiniment petit de l'ordre de Sl pr~s, si ~'on choisit P(~)

et F(t,;) t els qu'on ai t
,..

aF(~e)::(X1-)X(t~)_OX(t,~)X (~)_P().
'at '3 ~ I O~ 0 ;

(1 040)

(1.41)
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E
I~~."

U/~O) , "
on ef f ect ue la sommation sur tous les couples (~,~) . de fr~~u~n-

ces ~ui" figurent dans les sommes (1~41).

Par suite, on peut representer llexpreJsion (1~42) par la

somme: ,...

(X a~ )X(t.~)- o;(t,~) X.W· f: (cr;. (~),
. ~ (.Jl.~,/'. ~ }

et la r elation (1.40) sera verifiee si l'on prend .

p(~).'P.(~). ~{IX;~)XIU)-o~: e) X.(~1·d(X;~ )xIt ~)}

et F(t,~)=L e~tcp (e)=(-x::)X(t,~)- ~~~W X.I~). (1 ;43)
1''1=0 'f r

.En resume on peutr affirmer que pour ~ defini par 1 I e~u·

at ion

(1.Li4)

(1.45)

3
veri fie lle~uation (1.1) a un infiniment petit de l'ordre de e
pr~s.

I\Iontr ons maintenant que si l'on consdder-e 1 I expression

obtenue comme un changement de variable transformant l'inconnue

::t defi ni e par l ' e~uation exacte (1 . 1 ) en un e nouvelle . inconnue
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e Clui verifi e 1\lors une tlCluation du t'ype

~o e~{X (tel}. e'~{(X:~)X(t,+{ .. , (1.46)

J
qui diff~re de (1.~) par les Cluantites d'ordre 8

Dans ce but difftlrentions (1 ~45)_ et pour abreger utili­

sons les notations ('1.43).

On obtient alors ,..
d» d~ tOX(fJ~J d~ I. '3F(tJ~) Oc oX{t~) L 'OF(t.()
eH : dftS ~~ dt +-f ~e -0-1: t-E. 'Ot +E. 'at =

,.., - (1.47)

=(E+eOX +t~) d; +e 'OX{t'~)t-S" ~F(t.~} I .

\L O~ ~~ dt at 'at
01.1 E est une matrice unittl.

Mais d'apr~s la d~finition m~me de 1'operateur d' int~g-

ration nous avona

e?J;~.~) d'O~~~). eX(i.~)- e~lX(t,tl}d(X:~ )x(t,~)-

_e.&oX(t~) X(e)-s&M{(X~')X(t ~)t
'O~ 0 i Oe J J

et c'est pourquoi i 1 r~su1te de (1.47) que

d» ( oX ,,~F) d! X(-: E+f,- +E. - - + a tJ~)""
dt 'O~ ~~ dt

"(- '0 ) LOX(t~)
+f. XO~ X(tl~)-f. 'De XoO;)-

-eXo(~)- E"~ {(x :~ )XCt, ~ )}.
RemarCluons maintenant Clu'en vertu de (1.1) cette expre-

ssion doit ~tre egale !

eX (t."jo eX(t~ nX •e.'F)oe X(i.tj.t(X;~ )X(t~).e '".
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De la sorte nous voyons que la variable E verifie l' gquation

d~ =(E + f. '0X + e" 'OF ([e X (~) +
dt o~ 2'.; ) 0 (1.48)

d o;~U;) XJ~).t~Hx :~)X (t~)} do]
Mais il est evident qu e ,.,

(
'O X .& 'OF )_i E oX(t,~) .&E+c-+S.- % -E, +E. " 'J

o~ 01; '<'e
et c'est pourquoi l'equation (1.48) peut etre mis e sous lafarme

qui coinclde avec ( 1 .46) .

Ainsi Lo r-s qu o ~ verif i e l' equati on (1 . l f6 ) dont le se­

cond membr a n e 'li ff ~ !'e d f] c oLu i, de (1.44) qu e par un infiniment

petit de l' or,i :,.'(: do E,3 , l' expression (1.LJ-5) est une solution

exacte de l'equation (1 . 1 ) .

Prenons alors pour ~pproxi~ation du deuxi~me ordre

od l; est defini p a r l'equation (1.44). Autremellt dit, nous av­

ons pris comme approximation du deuxi~me ordre 1a forme de l'app­

roximation du premier ordre aIDeliortle dans 1aquelle cl; verifie

l' equation de l'approximation du deuxi ~me ordre.

L'expressi.on (1.45), ou ~ est defini ! partir de l'equ-

ation (1.44) sera l'approximation du deuxi~me orclre amHio:!:'se.

Comme nous l'avons d6j! VU , l'approxirnation ame1ioree

du deuxi~me 9rdre verifie l'equat ion ex a c te (1.1) avec une erreur
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)

de 1 'ordre de e
Tout ce qui a ete deja dit se generalise aux equations

du type

(1.50)

ou interviennent des inf'iniments petits du deuxi~me ordre.
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DEUXIEME ~ON

CENTRAGE DES ~UATIONS DIFFERENTIELLES AUXp~

LENTmENT VARIABLES.

1.Equations aux paramatres

len t e men t v a ria b 1 e s • Comme on sait, l'~tude

des, processus oscillatoires non stationnaires conduit dans de

nombreux cas au syst~me d' ~quations diff~rentielles dont les

param~tres (masse, rigidite,fr',~enceset amplitudes des forces

exterieures,etc.) varient avec Le temps. Supposons que ces para­

m~tres Y'arient lentement en comparaison de 'l ' unit6 de temps dite

"naturelle" qui est La pflriode des osclllatioIlS propres. Dans ce

cas, pour obtenir les solutions approchhs on peut appliquer

avec succas lam~thode de centrage. Je ne peux pas m'arrAter iei

sur l'analyse d'taill'e des 'quat1oIlS 1 coefficients lentement

variables et sur de nOJllbreux r'sultats connus pour ces 'quations,

en adressant les int'ress's 1 lalitt'rature sp'ciale. Je me

borne ! remarquer que dans certains nos travaux la m'thode de

centrage a 't' d'velopph profond'ment, que, d'une part, elle

algoritlmes et des sch'mas de calculi et que, d'autre part, elle

y a re9u la justification math'matique r1goureuse.

Etudions d'abord Ie eM 18 plWl 81J1lple~ Bolt une 'qua­

tion diff'rentiel1e non llD.'aire aWl:, par...~re8 lentemen't Tar!·

abIes
(2.1 )
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de
od ~ est un petit param~tre, dt :: v(~) » 0 , m(~) et C(~)

sont les fonctlons positives pour toutes les valeurs des ~ ,la

fonction JI~)8)~1:: ) est p~riodique de phiode Ui par

rapport ! 8 , et cette fonction peut etre mise SOUb la forme

d'une somme

(2.2)

sont des polyn~mes en X

SUpposons que dans 1'6quation (2.1) Ie param~tre#Varie

lentement avec Le temps et que Le caractl!re de cetrte variation

d6pende. du mouvement du syst~me (2.1).

Soit une eJua1iion d%
J¥.eN~JB,x)dt)

qui determine la quantite lentement variable Y
est une fonction p~riodique en 9 de periode "Ii

(2.3)

od I(~Je):l) ~~ )
• Ce1i1ie fonc-

t10n peut ! son tour 3tre d5'Velop(,e en somme du type (2.2).

2. R ~ d u c t 1 0 nso u s forme s ~ and a -

rd. Pour appliquer le principe de centrage au systl!me d'(,quati-

ons (2.1 )-(2.3), il est utilBavant tout de le r~duire sous forme

standard. SUpposons pour eela que Ie systame eonsider(, ne presen-

te pas de cas resonnant, autrement dit, que v(~) +W{~) pour

tous les ~
, od W{~) =I C(~)

rn{~)

Sous cette b;ypothl!se introduisons dans les equations

(2.1),(2.3) de nouvelles variables a) Lf' et
~

par les for-

mules
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t

~.~, 41= !(.()(YJdi + 'I,
(2.4)

alors, au lieu du systame (2.1)-(2.3), 11 r~sulte un systame

d I equat10IS soua forme standard

d
cla=_ 6 I {(), d[m/~)W{~)] 11(J,~(J,~~-acv{~}WI,rlJPr,l.lfIt
t m{~) a) ~) d~ ~\d' J

t :F(y,8,a.Cb6'f,-MJ(~)~'f')~'f'} ,

dd~=- s { {d [m (~)wlvi j!q,0,a.UX>vJ,-aIJJ(1)~'f'llin~+ (2.5)

~ m/~)w~) d~ (d' J

t ~ 1{y,8,<l.CQl<p, - ",w(y!""'f')~IIJ
d" )*,. el(~I~a~~-Q,w{y)~o/

( 0/ =fw{~)cJi + c;).
8i nous etudions Le comportement du sysdme (2.1)-(2.3) dans une

zone de r5sonance (pour fixer les id5es,dans une zone de r5sonan-

ceprincipale), W{~) ~ v{~) , et il est necessaire d'introdu-

ire de nouvelles variables a., If' et y par " les formules

~ ~ a~(B"+lJl),

d~ ~-a.W{U)'ain,((}+~) (2.6)di d J

~:: ~ .
AprAs des transformations simples il vien1i un systame d f equation

sous forme standard
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da € I' d[m.{~)w{~J1 ( ,,' 1,/.- =- IX f ~)e,aC05(()~yJ)-Q,W{~)~(8+'l'lJ~/n.(Bi-tY)+
dt m(~)w(l) d~ ) I

l' J(~)B, CL~(B+yI))-aW{t)W7.(B1'tY)M{Bi- If) ) )

d~::~6( )__ f._{d[m{~)w{~) X

dt ~ m{~Jw{~J d~

)( !(~)e, a,(,(Y.,(8+If'),- a,w(~) in.{8+ lfI))~(B+ tf) COo!>{8 + lfI)t (2. 7)

• ~ 1(y,e,a~(G''I'1-Cl.W{~)-liA{e·1jI1~(e,IjI)},

~~ > s/ (~,B,(WJb{e+1jI), - Cl.W{~)-\i4 (O d))

(e6{~): w{~) - I)(~)).

3.F 0 r mat ion d' ~ qua t ion s c e n t r e e s

del apr e m i ~ rea p pro x i mat ion • Supposons

que nous ayons reduit Ie syst~me d'~quations (2.1)-(2.3) sous

forme standard. Alors pour obtenir les ~quations centr~es de la

premi~re, de la deuxieme, etc. approximations on peut appliquer

Ie sch~me de centrage dont l'idee a ~te deja exposee lors de la

derni~re le~on. Par exemple, pour obtenir les equations centrees

de la premi~re approxilil~tion dans Ie cas de r~sonance, effectuons

Ie cen~rage·des deuxi~mes membres du syst~me (2.7) par rapport

a e . On obtient les equations diff~rentielles

~~ ~ 6A~ (~,(~/rt

~~ ~ ",r~) - 'I~) • &8, (~>(),,<jI))
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dy = E1J. (l/ a If)
d t . la' J )

. ICUI) I d9 I
ou (;}{~J= - - ,. v ~ ~)

m{~) c) t ·

Jl.!~,Q,,'I'J. -1 f j'f!y,B,aC<U('I'.9J,-aW(lf!M{B. 'I'))'
:'Ji,m{~)w(~) l 0 /

)( ~(()+ lfI)dB r
J,iI

.- d[m~",{~) aN~e,Cl.CQ'IO''IiI,-awry}M(9r '1'1M'{9dl}dB} I

o J.i

£i (~)Q,/r)= - 1 i~ f'J(~,9,CiC()~(9~o/),-auJ{jj JlA(Bt tf)) j,

"7im{~)w{~} a, 0 ) ( 2. 9)

;( c()b(9 T lfI} r:J1-t
~

+ d[m~~JwIV)l f;!y,B,Q,Cll6(8dJ,-Cl.W{YJMI8· 'I'1""18''I'jMI9. 'l'Jd8 ~ ,
~ 0

J-ll

'I:J,(~,o,,'I') . :.f(!y,B,o,w~19. 'I'J,- aWI~)""19 . 'Ii1dO,
o

4. Cas par tic u 1 i e r s d e s y s t E\ m e

(2 .1 )- (2 . ] ) . Examinons les cas particuliers de s ystE\me (2.1)­

(e. ]) ou l'integration d ' un syst~me centr~ peut ~tre consid~rab­

l ement simplifiee ou meme etre mence a la fin.

Tout d ' abord exami nons l e cas ou le deuxi eme membr e d ' equ­

ation (2.]) es t un e constante. Four f ixer l es i dees pos ons

~ (~ ) e} X
J
dre ) :: 1 . Alors l' equation (2.1) prend is forme
dt .



- 196 -

Y. A. Mitropolsky

ou est un "temps lent".

(2.10)

Introduisons (dans Ie cas de resonance principale,

cJm ~ l)(~)) de nouvelles variables a. et 'f' A I' aide des for-

mules
~ :. a W6 (e + ~J)

d~ =0_ aW(1;')~{8+4'))
dt

(2.11 )

sont d~termines par les for-

il r~sulte une equation sous forme standard

do: e {d[~(,l')W(~}J. ~ )-:- a ~(B+lf+
dt rrz{1')w{tt) d'l:

+r(t, 0, Cl- C05{0+'1'),-Cl-WM-liA{O+'l'1-1iKl (O+ '1')1 '
r 11 (2.12)

d<p ::£M't) _ € (dLm(1')W{1:)JJj.n{e+tP)~ (ei-IIl) +
dt m('l')w(1') d'l:

+ ~ 1('C'J91()'C06(e+tY)J-aw(~)~(e+If'))~{e~yJ)J'
ou cL1('t'):. w{lt) - ~(tt)

Centrons les deuxi.emes membres par rapport A e , il vient

do, Jldt: E 1. (tt;a-}I"))

dtrcit =0 eiJ('e') + E.~1(tQ,}If')) (2.1))

et 1Jl ( 1;Q,) If)
mules (2.9).

Si Ie . deuxi ~me membre de l'equation (2.10) remplit la

condition
(2.14)
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lea equations centreea

do: E.Q

dt = -,.-f1l.-(-'t)-U)-{~-)

(2.13) se presentent sous le forme

d[In{~) cu{'Z;)]

cJr
(2.15)Jl

do/=CV{'t') _ c ( 1(~)aClJ~o/)~l/"d\f'.
dt )'JEmft)W~Ja. )

o
Le syst~me (2.15) peut 8tre int~gr~ completement. En effet,

de la premi~re ~quation on tire

m(o)w{o)

m{'t')W(-r)
(2.16)

oll (ko est une valeur initiale de I' amplitude pour .i" 0

SUbstituons la valeur trouv~e de I' amplitude dans la

deuxHme equation du syst~me (2.15), i1 vient
t:

o/=}We [a.(1'J,1']dt)
o

oll on a pose

(2.17)

Or, les oscillations d~crites par l'equation (2.10)

sous condition (2.14) sont sinusol.dales, la variation lente de"--leur amplitude est inversement proportionnelle d la valeur

Irn(tt) w{tt) , et leur phase varie selon la formule (2.17).

A titre duodeuxi.~me cas particulier, prenons

r(t,e,~)~~): f(~ ~~). (2.19)
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~mftJuJ{'l:)

dljJ
- =w{/().
dt

Les e ~uations

E.Q,

centreeS sont de la forme
a

C ( J(~-a()J{'t)~tp)~ljJd~
:-Jimft)w{1:) ) )

o (2.20)

La deuxieme equation nous fournit immediatement la loi de vari-

ation de la phase totale

i:

r=fw(tt)di . (2.21)
o

Evidemment, en premiere approximation la frequence des

oscillations d~crites par l'~quation (2.10), a condition (2.19),

ne depend que du caract~re' du changement lent de la masse et de

la rigidite du systeme et ne depend nullement de llamplitude des

oscillations. Si la masse et la rigidite ~taient constantes, nous

obtiendrions les oscillations dites quasiisochrones dont l a fr~­

quence en pr emi er e approximation serait constante et ne depend­

rait pas de l'amplitude, a l'oppose de la plupart des systemes

oscillatoires non lineaires.

Ex:aminons de plus 'un cas particulier ou Le deuxi. eme mem­

bre de l'equation (2.3) ne depend pas du choix d'un trajectoire

(2~4) I e long duquel nous effectuons Ie centrage (c'est-A-dire,

ne depend pas du choix de la solution du systeme non perturbe ) .

Alors Ie t r oi si eme equation du syst~me (2.8) se met SOllS l a for-

me

(2.22)

avec
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, apr~s quoi on est ra-

- 1 fn~):: J.ft n~JB)dB.
. 0

De l'equation (2.22) on tire ~= y[1')
men~ de nouveau ~ I'equation (2.10).

50 S Y s t ~ m e s d' e qua t ion s aux pa-

ram ~ t res 1 e n t e men t v a ria b 1 e s • II n'est

pas difficile de generaliser la methode ci-dessus pour les syste­

mes d'equations differentielles aux param~tres lentement variab-

les. Pour simplifier, bornons nous ~ examiner Ie cas o~ dans un

syst~me ~tudi~ les param~tres lentement variables ne d~pendent

pas du choix de trajectoire du syst~me non perturbe.

Soit Ie syst~me oscillatoire ~ N degr~s de libert~,

qui estcaracterise par les expressions de l'~nergie cinetique

et de l' energie potentielle

o~ Q," (7) :: a .. (7))
J J.

f or ces gener al i s ees

(2.24)

et par les

(2.26)

Alors, pour ~tudier I e pr oces sus oscillatoire, on obtient un sy­

s terne d~ equations dif ferentielles

d
d1 {i ai'(7)~ .1 i' i .Q;i· C"")~. ::

t ~.t J ~ J p1 J ,

"cQjlt',e'~L>""~fi'~l ' '''~({ ,e) (j= !,il., .. . ,Ii),
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(2.27)

forinules Ii (~)

'1, ,., 2.. 4'. (1') ~/(
, Itst ~

( i, k '"' t ,"', ... I rI) sont les fonctions normales

du panametrre 'r et satisfaisant une condition d' or­

thogonalit~; Ie syst~me (2.26) se r~duit a celui des equations

Introduisons de nouvelles variables quasinormales X 1 , X~I'-'.rh'

d'apr~s les

(It)

ou CP. (It)
~

d~pendant;

aux param~tres lentement variables
d~ a.
__It + W ('t)~ =
dt" k ~

E X( e . .): -) 1'", 1Xtl,..,Xr/1 ~11""~'" E.
Itt.. ['t It

A l'aide du changement de variables que

(2.28)
(k,. 1,.1., ..., rl) .

nous faisons pour

~viter la sinB~larit~ a Iforigine (changement pareil a celui de

Van der Pol)

, • ' iWI(t, - iuJ/f t
~It • 'WI(ze - &oWl( 1._k e ,

ou lit I I_It sont les fonctions inconnues du temps complexes

conjug~es, Ie syst~me (2.28) peut etre mis sous forme standard

d:t ·xdi '" e ('L, (),~) I (2.29 )

ou X '" (11 I l !:t J) 'J' X sont des points de :'"", Ii, -1, ...• '"--,., .".. I

l' espace euclidien a n. diE10nsions, It =;.1'1
En appliquant la m8thode de centrage, on peut former les

syst~mes d'~quations centr~es, correspondants au syst~me (2.29),

en approximations cl'ordre un, deux et plus ~lev~.

6. The 0 I' ~ m e, e val u ant l'e I' I' e u I' d e

l'a p pro x i mat ion d'o I' d I' e nt. Nous ne f orrtiul ons

que l' ~nonce d 'un th~or~me ~valuant I' errenr ele l' appr-ox f mati on

el'ord·ce m dans un Lnter-vaLl,o i'i ni do temps .

Soi·1; "C...'1 syst ~me centre de l a m - ie::le appr-oxi. matri.on ,
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;t"or ;:le • :parti r du ::; yst~mc (2.29),

d~{/nJ (M) (m)

- = eX ('t',~ ),
dt

alors (;::>t j uste Le theoreme suivant:

(2.30)

'I'heor~me • Soi ent effectuees les conditions ci - dessous :

1) l es fo nn eR quadr at i que s (2.24) sonG defini es positives sur

s egment fini 0=

2 ) Les :':ollctions ai/(I()) ~ii(1'), ,)(1:))

XIt (r, {},Xl )' .. ,X IY' , .xi" ' . J i rI J e) t t.i,« "1.. ~r "/{) sont

indc;finiment different iables pour toutes l es valeurs f i.n Lea de

leur::; arGu ments et pour

3) les expressions

t r i qu es en angle e

E. ass cz petit;
1/'1, X

de 'De ",,'" sont des

d'ordres finis;

polynames trisonome-

4) sur tout le s egmerrt es t r cmplie l' inegali-

A
l

(1;f1,lf') ~ Co, ... Cl.)
ou C et C1 sont des constantes et

(2. 31 )

it1 ('r>0-, yJ) '" J~ {X(~ 8)a cos ({} + l/"J) ) . (2.32 )

Alors a tout L aussi grand que l' on veut et a toute valeur des

constantes ftt ) 5 on peut attacher les constantes positives

Co ) Km telles que pour tollS les S.

gment 0 f i ~ ~ aura lieu l' i n egalittl

(m) ~

Ix (t)- X(HI~ Kmc l

( OL C ~ Co) sur Ie s e-

(2.33)

eM)

011 X (t) est une solution du syst~me centr~ ( 2. 30) et xLi)

est celIe du syst~me de d~part (2.29) determinees par les condit~-
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ons initiales
fmJ

x: (O)=-~(O),

Nous n'allons pas nous attarder a la demonstration de ce theor~me.

Nous nous bornons a indiquer qu'il peut ~tre sensiblement ameliore

et elargi sur les syst~mes plus generales, ceux aux param~tres

lenteroent variables.

7. Pen d u lea 1 a 1 0 n g u e u r qui v a r i e

1 e .n t e men t • A titre d'exemple typique etudierons les osci­

llations d'un pendule simple, dont la masse reste constante, en

pr esence d'un petit amortissement et d'un changement lent de sa

longueur( dans le cas d ' un e masse variable des difficultes supp­

lementaires n' apparaisscnt pas ) .

Designons par :r un angle d' ecart compte a part i r de la

verticale, par "une acceleration de gr avi t at i on , par m: la

masse du pendul e , par sa longueur lentement vari-

able et par .2. n un coefficient de frottement, il decoule une

equation differetielle

Si les ecarts sont petits, ~ ~ peut ~tre remplac~ par deux

premiers termes de son devcloppement suivant les puissances da X

aprj}:;, quoi l' tlq.uation (2.34) peut ~tre mae 60U::> la forme

ou on a pose "r ormel l ement

(
dX ) m.SettJ ~ e d~ df{1:)

c F l' X - : J> ~n (1'J- - ~E./1- - x .
~ J) di 6 c) t (it

(2.36)
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Pourqu'onpuisse plus facilement tenir compte de petites termes

en formant les equations de la premi~re et de la deuxi~me appro-

ximati9ns, introduisons les notations

(2.37)

qui ~lucident la petitesse de l'amplitude d'oscillations et du

frottement.

Maintenant l'equaton (2.35) peut ~tre ecrite sous la forme

avec

A l'aide du changement de variables

:£1 = Q.~~

d~1 = _aW{1:)~ yJ
cit

(2.38)

(2.40)

(2.41 )

mettons l'equation (2.38) sous forme standard et centrons Ie sys-

teme obtenu, apr-es cela on aura les equa-I;ions

do. [n j ; ((1')]
dt :-E, mU't') of- I.tt('t') a)

~ =W('rJ( i - ~~');
oll CU('!:) =-I 9

VItt'!:)
Intecrons la premiere equation du systeme (2.41) sous

cond.ivi.cns ini I;iales

(2.42)
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En La portant dans la deuxi~me &quation du syst~me (2.41) t on

~""'ff:dt is
trouve ( - m elf) [-l (0) ]"l ]t e(le 0 ._-

lY=JcJ{'t') J- 0 .t [tt} dt .
o 1. 6

Les formules (2~42) et (2.43) donnent la possibilite d'analiser

compl;tement les oscillations du pendule quand sa longueur varie

lentement. 8i nous portons dans (2~42) et (2.43) 1::: et et

I' expression de e(~) ,donnee d' avance, et si nous calculons en-

suite les integrales y intervenant, nous pour-rona obtenir pour

l'amplitude et la phase d'oscillations d~s formules simples qu'on

pourra traitel' aisement. Nous ne nous attarderons 'pas a leur

analyse, tout comme a l'analyse des equations centrees de la deu­

xi~me approximation, en adressant les int6resses a la litterature

apeciale.

8. I n val' ian tad i a bat i que • En examin­

ant les syst~mes aux paramE\tres lentement variables nous rencon­

trons les grandeurs dites les invariants adiabatiques. ce sont

les grandeurs qui, tout en ob~issant aux lois de la Mecanique

classique,restent invariantes quand les param~tres varient lente-

mente Pour interpr6ter la notion de l'invariant adiabotique, ~tu-

dioIu>, suivant M. Borne, un exemple du pendule simple a la masse

m et a la longueur t qui varie lentement (s' accro1t ou di­

minue). Ce Changement de la longueur provoque les cbangement de

l' energie W et de la frequence W

Ie. Mais on peut montrer que la .valeur

pour les petites oscillations.

Une force qui tends Le fil du pendule se compoae d 'une
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partie de la force de gravite m.t: G05lf et d'une force cent-

«t»' drifuge 7 • Le travail r6sultant d'un seul raccourcl.~s-eme-

nt du pendule ( ou d'un seul allongement, dans ce cas il faut

prendre un signa contraire) est 6gal !

(2.44)

3i ce raccourcissemen~ s'effectue assez lentement, en

sorte que sa duree ne depend nullement de la periode d'oscillat­

ion, pour qu'on puisse parler de l'amplitude d'oscillations, on

peut ecrire

(2.45)

ou les traits au-dessus des symboles signifient Ie centrage

dans une periode . Nous supposons ici que la variation des para­

m~tres soit lente, ce qui est semblable Anos restrictions habi­

tuelles.

3i les oscillations sont petites, nous pouvons poser
<p1

~lf = 1- T dans la formule (2.45), apr~s cela la qua-

ntite dJ! se divise en deux parties: - mgdl , qui repre­

sente Ie travail de l'ascension du pendule, et

qui represente l'energie acquerie au cours d'une oscillation.

Les valeurs moyennes de l'energie potentielle et de l'energie

cynetique au cours d'une oscillation sont &~ales a la moitie de
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l,energie . totale , c'est-a.-dire, a.

Comparons .les deuxi~mes membres de (2.~6) et de (2.~7), il resul-

te

(2.48 )

Puisque w=l; ,on a

OW df:---
W "e

Comparons les equations (2.48) et (2.49), il suit

dW aw--:-- .
W cv

d'o~ il d~coule definitivement

w- "c.cwt.
w

(2.49)

(2.50)

(2.51)

AI' aide de la methode de centrage, dans l' exemple du

pendule simple a la Longueur- variable, formons la premi~r(: app-

J:'oximat i on et montrons qu' en premi~re approximation, s i, , de plus,

Ie frottement est absent, l'invariant adiabatique (2.51) est

conserve. En effet, dans Ie cas de l'absence du frottement, on

obtient une equation qui decrit les oscillations du pendule

(2.52)

ou el~) e~t la longueur lentement variable. En premiere app-
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roximation la solution de cette ~quation est

ons

ct oU.

En integrant

ou a. et If' sont dhermines par le syst~me centr~

do, 3l{1')
-=-E.o,-- ,
cI t /.tem

L (2.54)
dcp = W(tt'} (1 _E.a ).
cit 1." )

W{trJ=/L' ..e t'l:)
la premHre ~quation du syst~me (2.54). nous trouv­

~

UOJ ]4
a=ao [ U1') . (2.55)

Trouvons maintenant une valeur d'energie totale. d'apr~s

la formule (2.47). dans laquelle il faut porter la valeur a
selon (2.55) et la valeur s: selon (2.53). il vient

(2.56)

SUbstituons cette valeur de . W et la valeur de wet)

ce
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TROISIEME LE90N

SYS'.I!:EMES PEU DIFFERENTS DE CEUX EXACTEMENT IlffEGRABLES.

1. E non c ~ d u pro b 1 ~ me. De nombreux pro­

bl~mes pratiques de la theorie des oscillatior~ nous astreignent

a considerer les ~quations differentielles non-lineaires aux pa­

ram~tres lentement variables qui sont essentiellament distincts

des equations differentielles lin~aires. II n'existe pas de pro­

cede efficace, d'une portee plus ou moins large, qui permettrait

de construirc l es solutions approchees de ces equations, merne

dans 1e cas des oscillations d'un syst~me comportant un seul deg­

re de liberte.

Mais en rnainte occasion les equa~ions differentielles

non-linea1res, q~e nous rencontrons, comprennent les param~tres

lentement variables et dependent d'un petit param~tre de

telle sorGe que la valeur nulle de ce dernier met les equations

sous une forme particuli~re. Sous cette forme, tout en restant

non lineaires, les equations poss~dent de certaines proprietes

qui facilitent la creation et l' application des methodes speed.a-

les destinees a construire les solution. approchecs des eqUatioDS

primaires (avec e t 0 et t = e.t ). Parmi C t:':2 methodes, en

pr-emt er- l i ;,u se pr-es errt e la methode de centrage.

Soit done une equation differentielle essentiellement

non-lineaire aux param~tres lentement variables comprenant un

peti t par-ameta-e e de la mant ere que pour E.. -: 0 et 1: ...~
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elle peut ~tre int~gr~e exactement. Soit une forme de cette ~qu-

ation

0.1 )

011, comme d' habitude, e est leJ;tit param~tre positif, 1:=e. t
est un temps lent et F(C', ~, di ) C) . est une fonction

analytique de E. • Nous supposons que cette fonction puisse etre

d~velopp~e suivant les puissances entieres de C pour les peti­

tes valeurs de ce dernier

0.2)

et que les cotlfficients de ce dl!veloppefolent aient un nombr e suf­

fisant des derivtles bornees pour toutes l es valeurs finies de
cJz

leurs arguments ~, X I cit
L'~galite a l'unite du coefficient de la s econde d~rivee

dans l' ~quation 0.1) ne diminue point La gtm er alite uu raison-

nement. En effet, au lieu de l'equation (3.1) nous pourrionsav-

oir une equation

d [ d~ ] J ( . cI:e )- m(T)- + i. (1:,X)", c.~ 't'>~,-) to •
dt dt t eH

0.)

0.4)
m~'t') ~(f,X) '" ~(-t,~);

_1_ F(f.~ d~lf,)_ cJ~ c1ml'C') ·= ·F('t.~d:e,~)
m(lt) 1 I I cH _d t dt l' 'dt .

En supposant que m ('r) +- 0 pour tou.' ·: les 't' et en design­

ant
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on pourrait redui re cette equation a une equation de la forme

0.1).

2. Mis e del' e qua t ion (3.1) sou s

for m est and a rd. En meme temps (~ue l'equation (3.1),

considh·ons une equation "non-itrroub.Lee"

i~ + I(r X}" 0cJt t )
0.5)

et supposons que pour toutes les valeurs de 1;' de 1 'intervalle

on connaisse une solution periodique

(3.6)

0.1

ex, et

yJ :: W(~.a.)t + Lf
)

Lf sont deux constantes arbitraires dont le sens phy-

sique est tout a fait clair. Le param~tre Q determine la con-

figuration .et ~'amplitrude des oscillations t LP e;.;t leur phase

initial-e.

M.ttons l'6quation (3.1) sous fo~e-standard. Pour cela,

int~O¥itODil d~ JWuvelltls vari'ables a et If conformement

aux fo"rmules

X :: ~ ('t',yJ) a},

d:t 'dt :: w{~ a.)z... (t,~ Q,)I

011 'l;':: ~t ,
Differentions les expressions 0.7) et portons le resultat
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dans x'equation ().1). Compte tenu de l'identite

(3.8)

il vient un syst~me

r. "dQ " dCjJ A.f, "[ " (3.9)
tW~'ft. dt +CU\.. di ::. -W l'l',Q.)\.. +~ F(t;:c,w~'jI:C)":'{W~~):}'

Resolvons ce syst~me (3.9) en do, etd'f ; on
cH dt

obtient le systc\me des equations differentielles qui equivaut a
l'equation ().1):

da ei-F(~:e,w~~,e)l~+(Wl~)~~>wt: .. l,~ ~
dt ,,, I ( ')'W1"''l..... - 'tit' W:t." Q.

q4'
- :. W('t' 0.,) +
dt '

€ {F(1'.l.wt~,E.)~~-(Wl~)::(+(Wl;t~~)
I" I I'

W1Q. :era. - ~'I' (c.J~,+, )Q.

(3.10)

Il est facile de montrer que Ie denominateur des deuxi~mes

membres de ces equations ne depend pas de 4' • En effet, diffe­

rentions l'identite (3.8) par rapport a ~ et a, ; il vient

(3.11)
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IIultip.;Liop,Q la premUre ~es identites 0.11) par ( .t 1a
,

seeonde par .l'f' et soustrayons 1e deuxiame r'su1tat du premi-

er;. on aura

c 'est-a.-dire,

d [ ., ,, , ,I J- wZ Z • - 1. (W~) :: O. .d\.f' A ....00: .... t' Q.

(,) 12)

0.13)

,,, I .' ~

Done, l'expression W~Cl.1i't''' - l'l' (cJ~'t' )",- ne d~pend

Clue de t et It , et non pas de 4' • D~signons eette expre-

ssion par Do ('1:, Q,)

5i nOU5 posons

0.14)

Ie syst~me (3.10) se presente SQua forme-standard .

~~ = t~{~tY,Q,J e))

dlfJ
dt 1: w(~(),) T e.~ (~~Q" 't.).

0.16)
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Co~~te tenu des developpements (3.2) et de la periodicit&

de la fonction 0.6) par rapport II IjI ,on obtient lea d'velop-

pements

0.18)

ou

00 (IrS)

cp(~r,~)€.):,L £""cp (t,~Q,})
J 11\=0'

,lit) 00 (MJ i,,.yI

ep (t.~Q,) =L et=? ('t,Q.)e (,'=J,I,))
J ",_-eo )'11.

U
'M) 1 J (Ifll -;,,,'/'ep {r.o-)::. - cp ('t'/r,~)e. do/r "Ii i'tt.

D.

3. For mat ion des e qua t i 0 na c e n t -

r ~ e s . Nous allons nous occuper d'une m6thode ! former lea

equations "centir-ees" pour Le systame 0.16). Cette mftthode est

fondee sur un changement de variables qui nous fournit des equa­

tions bien simples gr!ce a ce que les petits termes des ordres

super-Leur-s sont negliges. De plus, ce changement mane 1 la sepa­

ration des variables. Ce procedll equivaut .. la methode de centra-

ge, comme nous Le verrons dans la suite.

Changeons de variables dans Ie syst~me (3.16) suivant

les formules

0.20)

ou et

les expressions (0)

ep ('l; (),) i",41
Ut(f,o/,o.):L _.-:..,1\ e of" U.~o(f,Ct),

tt..O "n.W{'t,~)
0.21 )
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Les fonctions et sont

pour Ie moment inconnues et leurs expressions seront determinees

plus loin en tenant compte de la forme de la solu~ion (3.6) et

de c~rtaines conditions supplementaires imposees a la grandeuret.

II est ais. de voir que les fonctions (3.21) verifient

les relations au (0) , (O}

W('t'.Gt) zz» = cp (t;'/1a) - cp ('t,Cl)
'(}~ ~ ~,O)

011. (01 . 10}

(J)(t;Q.)_L =dp{t.lf,a-) - cp (~a-) T
'0 f .~ a.,0

+ w~('C,a,)[UA1;~('x,)- 1.L10 {t; Q,)) .

0.22)

Portone les expressions (3.20) dans les equations (3,16),
cia dlVresolvons les equations obtenues en dt L et dt 1 et, compte

tenu de (3.22), au bout d'une suite de calculs il vient

Nous ne donnons pas d'expressions explicites des foncti-

ons et , en nous bor-

nant a noter qu'elles ont les memes pr opr i ct es que les fonc tions

0.17).
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Avant de passer a la formation at A l' analyse des equa-

tions centr~es, fixons notre att~ntion sur la d;termination des

fonctions U,10{t,Q,) ) V;o (tt, a) qui interviennent dans

lesformules 0.21). Les grandeurs U10(~o,) et V;O{~a,)

etant encore inconnues, les formules ().21) pour ie moment ne

determinent pas uniformement les fonctions et

~ {tr,~ a,J • Pour que ces fonctionS soient determinees uni-

valentes, on a besoin de quelques conditiona complementaires

qui nous permettraient de trouver les fonctiona

d'une fa~on unique. Ces conditions peuvent &tre

tr~s varia.a, .t leur choix d$p8nd ealientiellfil.ent de la forme

de solution ().6) et de ce que nous entendona par la grandeur a,.

A titre d'exemple, consid&rons Le chou des conditions

comp16mentaires et la determination des fonctiona ~I.O (1',a,) et

t{o (t Q,) dans un cas concret.

Soient pour l'flquation "non-troublee" 0.6) les valeurs

de la solution

, comprises entre sa valeur minimum ~ m.c:n. et

sa valeur maximum ~1MJe • SUpposons qu'au cours de la demi-

-periode d'oscillations toute valeur soit atteinte

deux fois - au moment

On a

t et au moment T - t T :i
,ou ::. -(-).

W t:,Q,

:t(t) =~ (T - i )
ce qui exprime une symetrie des oscillations par rapport au mo­

ment de la demi-periode. Dans ce cas l e developpement de Fourier
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de 1a fonction ne contiendra que 1es cossinus.

8i, de plus, 1e maximum l /tI.O~

sont llgaux en valeur abso1ue, c'est-a-dire

et 1e minimum Z.....~

0.24)

1es oscillations, outre La s;ym~trie par rapport a.;La demi-periode

presenteront une s;ym6trie par rapport a un quart de periode, et

1e dflve10ppement de Fourier de ZU) ne contiendra que les co-

ssj,nus des arguments impaires.

SUpposons que (J, est une amplitude tatale de l'harmoni­

que principal de l'osci11ation. Dans ce cas 1a solution de l'~~u­

ation "non-troublll" aura son d&veloppement; de Fourier sous forme

011
~i

i J -~,.Y'
1.",{~Q,) = :1i l.('t',~a)e d4l.

o
Faisons entrer dans la discussion les conditions supple-

mentaires qui nous autorisent a. trouver les fonctions U,10 (~(1)

et de mani~re unique. Exigeons qu'apres le change-

ment'de variables 0.20) la nouvelle variable Q,t soit, elle

aussi, l'amplitude totale de l'harmoru.que princ~pal de l'oscill-

ation, aux petites quantit&s de premier ordre pr~s. C'est bien

cette condition qui nous permet de d&terminer uniformement les

fonctions inconnues (A,j.o{~Q,) et ~o (ttJa) • En effet,

substituons 1es valeurs de ~ et de 0/ d'apres les formu1e~
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().20) dans l'expression ().25); i l vicnt ·

0.26)

Le second terme du deuxi~me membre de ().26) ne comprend pas de

pr emi er harmonique. Done, pour qu e at soit l'amplitude t ot ale

du premier harmonique dont I' ar[,'1lIllent est v ariable angulaire f ,
au petits termes de premier ordre pres, il s uf fit qu e Ie premier

harmoniqu e n' intervienne pas dans I' expression

U1C(Y.)~- C(,t'l{M~ 1"l:. [I~Q.(~Q,1) Ul + 'i,,)r,Cl1) in~] dn~.
"'.:1: 1,! 5•...

~Cette condition 6quivaut a la validit~ des egali tes

J[UtClv.>~-aj 1{ M ~ +

o • •ut 0. 27)
[

1 ] ,/1,Tt

:~!5'." zn.Q.(-t;al)U1t 1-,Jt;Q,l)ilt~ e ~If't. dr1 = O.

Portons dans 0.27) les quantntiea U 1 ('t',lf'j,at. ) et

~ (t,~ Jl- f.J. donnees par les formules 0.21) et f aisons des

transformations elllmentaires, il vient les valeur s de UtO ('l:,Ctt )

et ~o (1: 0,1) • Nous ne cit ons qu 'une exp r es s ion expl i c i to

de /..(,10(t, at)
f {i 10 ) fO)

U1.0(~a1)"'- 1"'{1' 1'1 , ~[cp (t:tl1 ) - cp (~a-l)]-
lAI '''''t/ 7 L l .il. 1,- ~ •
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ex W' (ta)[ 10) 1
0)]

1 Q, 'f cp ('l',~J.)- CP{1',Ut}t
g iW ('t',Q.1) .1,"2. 1.~

Pour construire la deuxi~me approximation, faisonssubi:p.

au' systemeC3~23) un nouveau changement de variables du type

0.20), et introduisons de nouvelles variables a1.' tp) aeLon
1.

les formules
.a.

af. = a1 + e. (,(.1,('(, ~l a.l.))

lJI t = ~( + ~.a. 7{ (t; ~. a,~)l

ou et sont determin~es

par les expressions (3.21), dans lesquelles il faut substituer

'R. t (1') If) a.) r.) 1t)-r, v,«, r.) UJ.o (~a) et 7{o (~fh)

au lieu de ~ ('~l ~ o., r.) CP~ (1', ~ 0" B-)) UJ.)~(1J)) U~J'C';(1) .

Avec cela, pour que le changement de variables (3.29) soit unifo­

rme, nous avons recours de nouveau Aun raisonnement pareil au

precedent, qui nous permet de determiner. Uto (t', Q.,) et ~o (~o.J

De mani~re analogue, nous pouvons etudier les cas ou

les syst~mes essentiellement non-lineaires sont influes par des

forces exterieures period1ques.

4. E qua t ion s del apr e m i ere a p p -

r 0 x i mat ion. L' 0 r d r ed e I' 0 r r e u r 0 ~ami-
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nons l 'int&~ation du systame d'equations (3.23) et l'ordre de

l'erreur que nous commettons en negligeant des termes dans le~

deuxi~mes membres du syst~me.

Omettons dans (3.23) les petits termes de second 9~dre,

on aura

Le syst~me (3.30), comme les equations de premi~re (de

deuxi. eme ) approximation mentionn~es ci-dessus, dans Le cas glin(,­

ral ne se laisse pas int(,grer exa~tement, aussi on est astreint

a s'adresser aux proc(,d(,s numeriques.

En. gen~ral, nous ne, pouvons etudier Ie syst~me que sur

un segment fini, puisque t'e. [0, L] . Or, int€lgrons la premHre

equation du sysUme 0.30) sur un segment 0 f t £.b.. . On ob-e
tient une valeur de (l,i avec l'erreur d'ordre €. Portons ce-

tte valeur de . C(.1 dans la deuxi.eme equation qu systame 0.30)

et l' integrons sur Ie segment 0 ~ t ~; . Puisque Ie deux­

Hme membre de l' flquation contient Le terme non-petit W {f,(1$.) ,
i1 vientl' erreur finie dans la d&termination de la phase 0/ •

8i nous substituons dans (3.6) les quantites

yJ:: <fI1 (t) obtenues de cette mani~re, l'expression qui en re-

suIte

gener a l ement , differera de 1a valeur exacte X par des quanti­

tes finies.
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Mais dans la plupart des cas importants du point de vue

pratique il suf'fit de ne determiner que l'amplitude cx,1 et la

fr~quence d'oscillation GV(~a1)' et souvent la phase d'osci­

llation ne noua int6resse pas , (La phase d 'oscillation joue un

~le essentiel en pr~sence des forces periodiques exterieu~sJ

dans les cas "resonnants" J ce que nous examinerons en details

plus loin ) 0 Aussi Jen traitant de nombreux probl~mes pratiques,

II suf'fit bien de se borner Ii l'integration numerique du syst~me

(030).

N6anmoins, si noua voulons calculer non seuleme.c.t l'am­

plitude (2,1 et la frequence d'oscillation C()(~ at) , mais

aussi les grandeurs JC eux-mlmes, en tenant les quantites de

premier

obtenu

de deuxiame ' ordre centres.

Pour construire les equations ce.c.tr'es on a suppose

que l"quation (05) d.u mouvement "non-trouble" admtt la soluti-

o:p. p6riodique (06) 11 deux constantes arbitraires a et If'
En connaissance de cette'solution p6riodique ona mis l'6quation

(3.1) soua forme standard (3.16). lmsuite, pour obtenirles equ-.

ations centr~es,on a admis que ().. fdt l' amplitude et, de plus,

que les oscillations fussent sym'triqueso

Ci-dessoua noua montron.e , que beaucoup de restrictiona
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~entionnees peuvent etre oroises et qu'on peut construire les

equations du type (3.)0) non en amplitude d'harmonique principal,

mai s en maximum et en minimum de la grandeur oscillante, en par-

tant directement de la forme des fonctions et

F(II' 'Y'l d» c) qui interviennent dans l'~quation 0.1).
~,,,,,; dt ) c-

Tout d' abor-d , pnenons le cas au la quantite a est

un ecart maximum, a = .:c __ • et. de plus. que les oscillati-

ons determinees par l'flquation "non-troublh" sont symetriquea.

c 'est":d.-dire, ~1Il4~ = - ~nkn •

Montrons que les equations de premiare approximation

(3.30) peuvent ~tre mises sous la forme ou le deuxiame membre ne

et

depend nullement de la solution de l' equation non-perturb&e

J(~ :l})(3.5) et s'exprime directement en fonctions

F('c,:t) ~: I€') qui caracterisent l'&quation 0.1).

En effet, la premiare equation du syat~me (3.30). d'ap­

r~a la designation (3.15). peut 8tre &crite soua forme

.aJ

d_a, = i (I -F(1,1.,Wt~,o)i+(wi,,):I'-w~i~dfp.32)
di "71 Do (~a)) 1 ." ~ 1')

o
ou

Soit l'f,quati:on du mouvement "non-trouble" (3.5)

cJ~dt- + J('C)~). 0,

ou f eat constant.

D&signons par v(~ ,,) l' energie potentielle du SyS-
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t~me "non-perturbe" 0.5),
• . ll'

:JC

V(-r,~)::f!(~~)d:e .

L' eQuation des forces vives pourra se met;tre~o~s laforme

.\

i (d:c) + T!(~:>c):: T/(!.X ) =E 0.34)
~ dt V I V I } "JO~ ,

ou l'Emergie totale E est une constante d'integration. De 0.34)

11 resulte

Cela pose, on trouve

0.36)

D'apr~s 0.34)

,.v' ; (;~rVI1', 1)· V{~,~_) . 0.37)

Differentions par rapport a 1: l'expression 0.37),

il vient
I I.l. a. II I I I' I

(,J-/»(1,Y') T CU l~ I'I' 1"~ (tt; !t)~~ +It: (1;~) =v.; (-r/~tn(J~)'
Selon l'egalite

I ! a. IfT! (tt, 1.)= (~:C) =- CJ l •
~ . 0/ 1

on obtient finalement

0.38)

En vertu de (3.36) et (3.38) la quadrature dans le deux-
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i~me membra. de l'~quation (3.32) se met sous l~ forme
n

H~ F(~,l,WZ~,O)~~ + (Wl~)~l~ - W~;.l; }d'l'=

=r- fF(1:,'l../~rV(l,:.c_)- v{1,IJi~-
-~lIC

I I

- Ffl'- :[V{t;.X_)- Vfr,z lJ+" v.. (1;",.... )- V. (1;Z) ld~ .
J,[V(~~ItIQ!Jl)- M't'.lij

Transformons maintenant l' expression de Do ('t; c). SUp­

posons que X admette sa valeur maximum pour qJ = 0 ,ce qui

ne diminue pas la g6neralittl du raisonnement. En. effet, si X

atteignait son maximum pour une valeur 0/ = lfI ,on calculerait

l'expression de

Or, Boit

en substituant la valeur li/ =Y' •

(3.40)

Compte tenu des relations (3.5), (3~39) et (3.36), on au-

ra
¥ 1 I I ll } '=- - ..V(1;:.e'"CU:), 1. =0,
"," If.. 0 W l 't1 .0

et, par consequent,

(3.41)

Portons les quantites (3.41) et (3.39) dans Ie deuxi~me

membre de l'equation (3.32), il resulte une equation transformee

sous :l a ft>rme
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da
dt

Evidemment, le deu.xi~me membre de cette equation 0.42)

ne comprend que les fonctions connues 1(~~).1 F('t;~J ~~ )0) '.
et pour laformer,il n'est pas n~cessaire, comme dans le cas

ci-dessus, de suppos er- connue la solution de l' equation Itnon-tr-

ouhLee" (3.5).

A l' aide d 'un raisonnement pareil, mais un peu plus com-

pliqu~, on peut aussi transformer de la m8ni~rQ la deuxiime equ-

ation du syst~mb (3.30), determinant la phase d'oscillations.

tout comme les equations d'approximations plus ~lev~es.

5. E x e m p 1 e del' ". qua t ion pro c h e

dec ell e i n t e g r a b 1 e e X act e men t • A ti­

tre d' exemple, consideron.$ les oscillations de torsion d 'un arb­

re portant aux bouts les masses qui varient avec Le temps (fig.1)

Admettons que Ie moment d'inertie de l'.arbre soit bien petit en

comparaison des moments n'inertie des . masses tournantes. Dans eel

cas, en formant les ~quations, la. masse de l' arbre peut 8tre nfl­

gligee~

rti. des masses tournantes, et par

les moments d'ine-

lP", leurs angles

M(~) un mU!Ilent de tor-

,~ (It)

Iff .' et

.t

et:D6signons par

d. rotation•. Soient
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Fig.1 Fig.2

sion d'un lien (d'un manchon 6lastique, par exemple) qui d6pend

de l'angle de rotation. Pour fixer les id5es, suppesons que la

fonction ~(~) soit une ligne bri56e repr6sentee sur la fig.2,

c.\ d.

M{~)=h+k.~,. si . ~~ 0)
0.48)

M(f-C)::-h+k.:u, 5i ~ ~ 0,

011 h et k sont des constantes.

Cela pos6, on peut 'crire les 'quations

dlcp .
:1fJ r)-l t M(tff.- 4'~) = q

di
j~ (f) dl.~ - M(Lpi - lfJ = q

cit
dont 11 suit imm6diatement une equation d'crivant les oscillati-

ens de torsion

0.50)
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Admettons que le systame oscillatoire consid~r' soit sou­

mis 11 l' action d 'une force de friction, proportionnelle 11 la vi­

tesse de torsion, avec un facteur de proportionnalit~ 2,A{1:)

lentement variable avec le temps. En posant

Jfrr): Jt(tt)+1M) J{'t)fv1(X)=I(~~))
~ (tr) Jt ('l')

il yjent up.e 6quation diff~rentielle de la forme (3.1)'

Avec cela on a

0.51)

Dans ce cas pour l' 6quation du mouvement "non-trouble"

d~

.di: + .;('r) (A +kx. ),. 0) si oX ~ 0,

~~~ t v(1')(-h+hj,) =~ si ~, 0)

(1' =~) . on peut ~rouver facilement una

0.53)

solution p~ri~que

0'11

x~ ~(~~(k)=Q;Mr+ ~h ..c.
"·"'£1,--

0.54)

~rofitons des formules ci-dessus pour obtenir les 6quati­

ou qui difinissent a, . et ~,aux petites quantitea de pre...
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.dat _

dt - )

0.56)

0.57)

oil uJ.o{'f:, at) 'ioit hre determine de la condition que ct
1

soit une amplitudetotale du premier harmonique A l'argument an­

gulaire ttJ
t

' Le. AI' aide de la formule 0.28).

. Les equations en at et lfIt 0.56) se laissent integ­

r eI' assez aisement. Par exemple, supposons, pour faciliter notre

discussion, que J1· et 'J2, ne dependent pas de I( ,de sor-

te qu e V::~ .it.~ . Dans ce cas on obtient une

r elation entre CL i et t

a. (1 + ~J2. (1 1-~ - i.. t
i if ka 2. n JifcC10 It '- =.eJl,
(i ~h ) "'.\,S,l····(1 I{h) 1OJ. t-- +-- --

o ji kOto Ii so; ",a.

ou on a adJ:li.s les valeurs init1ales : pour t = 0 , a,:: Q;0 •

3i h,:: 0 ,Le., si l' equation (3.52) devi ent lineaireJ

la formule (3.57) nous am~ne a une expression connue de l'ampli-

tude d'oscillations,
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comme on pourrait le prevoir.

Et si les moments d'inertie varient avec Le temps et ve-
rifient la condition

La premi~re ~quation du systeme 0.56) nous donnee. t

~ _.q 1'1' C dt

Jl ( )= [ ~1 (1')] e .2.. 't (-r)
1 a1 ,

j
{o)

ou }l(a,s.) est Le premier membre de 0.57).

6. I n t e g r ale d' act ion. Nous allons etu-

t1te reste toujours constante. Pour cela, trouvons

par rapport au te.mps:
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d1(tt,Q,) ",' • j'
-- = J. {~a)a'" e (~Q,).dt a. '1 •

,
Calculons les valeurs des derivees partielles Ja, ('Z; a,) ,

(

'J ("t,a) , Les portons dans 0.59), il vient
~ -
dJ(tllt) lJJf.aJr~ , ,~ I 1/) s J~t ' ,J. I" )-d-= - eull.~ tlW~ Z dtfr- CU",'l T~CV~J~ dlf. 0~60)t ~jj. 'I' If' tj'Q. ~. " T .."a,

o 0

Transformons dans ().60) le second terme SoliS 1e premier

signe d'integration. Int'grons par parties, il resulte

J
~Ji , 1/ , '1'1'- U U

f
- 1/

~uJ1. uJ cllf='i. 'l - 1, .:1.' dlf .
" T ~T 'I' Q, '1'_ 0 ,. a.

o 0

I / j'V-'U
Mais, selon 0.6), lui ~ = 0

T a. '1'-0
.&oJ Jt

fi'l'~~dlfl =- - f'i:"L'l: cJ~
D 0

et la premillre int6grale du deuxUme membre "4e 0.60) peut Itre

j (tal: - Q,l~Do(~a-)dtp= -aD('t;a-).
1 I 4-

",1£
e

De manic\re analogue nQUS calculons la seconde i.nt,grale

dans l'expression 0.60). Il vient
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0·62)

.1Ji

J2.(~/a,)= ,,~ { (eu;Z;J.r leu~~Z:Q,Jar =
o

= .!.f.vl(CtJ'~~ ', Wl
f

....t' 1" W'i,' 't'l ) dlfl.
),;1 l" ~ 't' It 'I' Y"r

o
Comparons le deuxi~me membre de (3.62) ~ la premiare equ-

0.64)

cas actuel

ation du sys~ame ().10), il d&coule
..71

~('t;a,)=Q,D('t,tl)+ e jF(~1.)lJ~:,t)~~df. 0.63)
~JCD(~{k)

o
Portons les valeurs (061) et 0.63) de ~(~(1) et '4{tt.(1)

dans le deuxi~me membre de (3060). Compte tenu de ce que dans le

F('t, Z, CJZ~ I f,)= 0 on trouve

d'{ta)di = 0,

'J(1:, Ck) .. ~,
d'ou

c.q.f .d.

Sous titre d'un exemple simple, illustrant l'emploi d'un

invariant . adiabatique, discutons une ~quation qui determine les

oscillations d'un systeme a un s~ul degre de libert& et a l'&la-

sticit~ lentement variable:

ou 1;':: e,t , e > 0 est un petit p8.J.'am~tre.

On a vJ{1:)=IC(tt/ J 'l(~~a)= aw-&~, 'L~('t',~a):-(Vin,~



- 231 -

Y. A . Mitropolsky

Substituons cas quantites dans Ie deuxieme membre de

(J.58), il r~sulte

oW ~i _"

1 J fJ.d 1J ,-.l. .l."UI/} v'e(e-f) 0.-..Jt1:,Q,)=-= eu~ If''= - lI c(et )a -s<n 'fu'r= .:n ~ ~n 1
o 0

En vertu de ce qui precede,

wrwt­

a = ·:.r=r=c(=e,i=)

donc

(3.67)

La foruuIe (J.67) caracterise Ia maniere dont la loi de

variation de I'amplitude Ct depend de Ia loi scIon laquelle

varie lentement l'elasticite du systeme. La variation Iente de

1 'amplitude a est inversement proportionnelle a la racine

quatrieme de C( €- i)
Nous avons obtenu le m~me resultat en etudiant l'equation

(2.10) o~ nous avons pose

(voir (2.16) ):

Q.,:

Oll W(e-t) =le(etf

rn{'t') = i

a...
VcJ{et)

at
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~UATRIEME LE90N

C.c::-i,tAGli: DArm LES SYSTEMES COMPREUANT LES

MOUVEMENTS LENTS Er RAPIDES •

'I. E non c e g ~ n era 1 d u pro b 1 ~ me.

En resolvant de nombreux prohLeraea lH~s avec l' etude des pro-

cessus oscillatoires nous sommes astreints ! considerer des

syst~mes 011 ne peuvent ~tre mises sous forme standard qu 'une

partie d' equations. Nous obtenons les syst~mes d' equations

mentionnes, par exemple, dans le cas d'un syst~me oscillatoire

dont certains elements effectuent les mouvements rapides, et

les autres, les mouvements lonts.

Les idees du centrage des equations sous forme stan­

dard et leur dcveloppement pour les equations aux param~tres

lentement variables que nous avons expose au cours des le90ns

precedentes ont servi de base pour V.M.Volossov ! elaborer un

schema general de centrage. Ce schema porte sur les syst~mes

d'equations differentielles comprenants les mouvements lents

et rapides qui peuvent ~tre ecrits sous la forme

sont des fonctions

et ! m

(4-.1 )

n. dime-

et

sont des vect;eurs, respectivement, a

dimensions dans ltespace euclidien

011 :r ,

nsionsj
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(4.2)

vcctoriel les a k. et a. m dimensions,respectivement ; e
~st un petit param~tre positif, . les ~ sont des variables le~­

3S et les X sont des variables rapides.

En developpant les deuxi~mes membres du syst~me (4.1)

en seri es suivant l es puissances du petit param~tre e· nous

les presentons ~ous la f orme suivante

;~ = X~ (t'XJ~) + E X
1

(tJXJyJ + e.~ )

:~ = ~ ~(t~I~J+t~. (t,:t)J~)+ ~J ..

En m~me t emps Clue Le syst~me (4.2), nous examiner ons l e syst eme

d' e Cluations de generees, d1tes non perturbees, cor r espondant es

(4 . ) )

a (4.2 ),
:~ ~ X" {tJ~J~)J

:!x = 0, ;} C wnd)
dt

Clu e nous obtenons en portant s.:: 0 dans les e Cluat ions (4 .2) .

Dans Ie syst~I:le (4.2 ) l es qu ant Lti es jf changent l en­

tement avec . La vi tesse e. y . L' influence de la vari ation

des X s e redui t ! c e Clue l es grandeurs r apides ~ se super­

po sent a la vitesse lente de la variation des variables :f et

C, Y , pui.sque ~:: ~ (-{;).x'~I~) . Admettons Clue cette i nfl u enc e

des mouvements rapides sur la vitesse des mouvements lents pui-

sse ~tre c entree dans un long intervalle de t emps; en d'autres

termes , supposons Clu ' i l existe les valeurs moy ennes des vit ess es

E- Y prises Ie long des courbes integrales des mouvements

r apides. Alors, naturell ement, no us s ommes places devant .une

que sti on s i les solutions du syst~me (4 .2) s ont pr oches des s o-
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l utions du systeme centre.

Or, supposons que le long de chaque courbe integrale

x=x(t,yJ
limite

du sysGcme (4.3)il exist8 une

(4.4)

o
Remarquons que d 'habi'tude le centrage J.e Long d ' une

courbe integrale n-fest autre chos e que le centrage par rapport

au temps qui intcrvient explicetement. En nous occupant au

cours de la troisieme le~on du systeme (2.1)-(2 . ]) nous avons

centre l a deuxieme equation du systffine (2.3) le long de la cou­

rbe integrale de l'equation (2.1), c'est a dire le long de la

courbe X = e;t., COb (B + lJl) .
En ce qui concerne le systeme (4.2), il existe deux

approches a resoudre le probleme de centrage.

La premi~re approche. Puisque dans le systeme (4.2)

les variables varient lentement et les variables :t va-

comme il a ' ete indique plus haute

rient rapidement, l'influence des

a ce que les actions rapides des

sses lentes ~ y des variables

x sur les If s e reduit

X se superposent aux vite-

~ ,parce que y= Y(~x)~,~)
Centrons l'influence des mou-

vements rapides dans un long intervalle de temps, on arrive a

l'examination de l'equation centree
d­
~=e~eH !

au lieu de la seconde equaGion du systeme (4.1).

Si les deuxi.emes membr es de l' equation (4.5) ne depen-
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dent que des Jj et, donc , ne dependent,P.as du choix d'une tra­

jectoire .:e '" :x!. (I;,~) du syst~me non perturbe (4.3), le cen­

trage mentionn~ simplifie es~entiellement le probl~me, car Le

syst~me (4.2) se dissocie en deux sysdmes independents Ii k
et Ii , nt dimensions respectivement.

La question de l' approximation asymptotique pour les

solutions du syst~me (4.2) se reduit au probl~me de l'approxi-

.mata.on 11 l'aide des solutions du syst~me centre (4.5). Dans ce

cas 1es solutions du syst~me centre (4.5) represent les premit:­

res approximation pour les ~olutions du syst~me de depart (4.2).

Mais une restriction essentie11e est inherente ! 1a premi~re

approche: 1es deuxi~mes membres de l'equation (4.5) doivent ne

pas dependre du cboax d'une trajectoire du syst~me non trouble

(4~ 3). Remarquons quand m~e qu' on peut elaborer les methodes

qui utilisent 1e changement special de variables, 11 l'aide du­

quel 1e cas general (011 1a moyenne (4.4) depend d'une trajectoi­

re du syst~me (4.3) non perturbe ) se reduit 11 ce1ui expose

plus haute

Cette premi~re approche est fondee sur l'app1ication

des idees habitue11es de 1a methode de centrage et e11e est

plus simple que' 1a deuxi~me.

La deuxi~me approche, qui est plus generale, consiste

dans 1a construction des approximations d'ordres superieurs

pour 1es ~ et pour les mouvements rapides.x, • Elle se fon­

de enti~~ement sur les idees de centrage de N.N.Bogolioubov et

elle reside en formation d'un syst~me centre
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;~~ X. (t. ~,~ ) • e.II, (9) t E'.fl, (9) + " ',

~ • E Y, (9) T t B. (j) +

pour ' Le syst~me .compl et d'~quations. Les solutions de (4.6)

doivent approximer les solut.ions de (4.2) dans un intervalle de

temps d'ordre -f. aussi exactement que lion veut, et les fonc­

tions Jl c(~ ) J Jl ~(9)) . .. )8~ (~)J" " inconnues pour Ie moment,

doivent ~tre trouveeS ! l' aide du centrage Le long d tune traj e-

ctoire du syst.!me non perturbe (4.3). Comme ci-dflssus, y! (9)
est defini par expression (4.4) .

Le syst~me ('~quations (a..6), si nous nous restreignons

! un nombre fini de termes dans ses deux1&1es memb;res, s'int~~e

plus aisement que Ie syst~me de d~part (4.2), puisque les vari­

ables lentes ~ ., et les variables rapides ~ y sont se;parees.

2. T l' a nsf 0 l' mat ion s epa ran tIe s

v a l' i a b 1 e s • J4aintenant nous allons exposer les resultats

principaux lies avec la construction de 121. transformation qui

rMuit Ie syst&ne de depart (4.2) au. sysdme centre ou ~es va-

riables sont deja separees.

So1t un domaine qu1 sera determine dans la suite en

rapport avec une demonstration du theor~me d' evaluation. Puisque

Le centrage Le long des courbes integrales d.u

(4.7)

syst~me non perturbe (4.3) est Le point principal du raisonne­

ment, dans ce qui suit nous supposerons connue 121. solution gene­
rale
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du syst~me non perturb~ (4.), ou JOo est un vecteur constant

! k dimensions et ou l/( to,l' ZO) to)JI X o • Supposons

que la fonction vectorielle (4.7) ait un nombre suf'fisant de

d~rivees et que par tout point du domaine/considere de variab­

fee :») U' t passe une et une seuJ:e courbe integrale (4.7).

Puisque dans Le domaine considere la fonction If(tJ )/I:l0Jto)
represente la solution generale du syst~me (4.2), le 'rang de la

matrice U 'a t.P ~lf III est evidemment egale aunombre
, ~~/ 7>to I

de variables .1' .- En outre suppoaons que pour les .fonctions

(4~7) et pour celles formant les deuxi~mes membres dlequations

(4.2) soientreaiis~es toutes les conditions necessaires pour

les transformations qui suivent.

A ces conditions cherchons un changement de variables

(4.8)

sont des fonctions

du type

ou

x·~ ... EUJ(t.i,~)+ f,~uL(t.i'9)+ · ··'

~ = ~ T eV; (t)x; 9)+ c/o v;. (t..i.j)+ ' '' ,

U1 ( tJ ~J j) et U,. ( t.s,9)
vectorielles! It dimenaions~ v;rt.,.x.jJ et 7f,.(~i)ij)

sontdes fonctions vectorielles! nt dimensions qui doivent

~tre determin~es de mani~re que Ie changement (4.8) reduise Ie

syst.~me (4~2) au syst~me d'equations centrees (4.6). Il est

evident que 'pour e. = 0 les syst~mes (4.2) et (4.6) degen~r­

ent en syst~me non perturbe (4.). En mtlme temps Le changement

(4.8) entratne les egarites~:.~, ~=~, c'est! dire,

entrdne la co'incidence des solutions du syst~e (4.2) et du

syst~me (4.6), determinees par les m~mes conditions in1tiales.
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Pour res oudre c e probleme , i l faut t rouver l es foncti -

ons vec tori elles

u~(t,.i,g), ~,.rt).i)j)J" "~ 7!;(t,i)9J, l{(t.i,~), .. ·,

.{fY1 , JJJ,{j), .._~ 8,)9) ) ....
Pas sons a l eur determination . Pour cela diff erenti ons

len d6vell opements (4 .5 ) et portons l es expressions trouv~es

dans l e s ysteme (4 .~) , en expr imant toutes les gr andeur s en nou­

velles variables oX et:J ' s el on l es formul es (4.8).

Dans l es expr es s i ons obtenues egalons l es t ermes en

pui s s anc es de E • 11 r esulte un systeme a un nombre i nfini de

r elat i ons

'OU Ou. X(1 - -) X(J. - -) 'OX 'OX f/-)'0/ + 0; 0 t.z;~ = 1 l,,z,y t O::c
O

U,1 + o~O V; - J1,j (~ ) (4.10)

~t~~t X,(t,i'9)=X,(ti'9H{~~:U; t ;;'j{t;-,t ~;~ "tV;}t
t0X:U t oXoif t OX1 U t OX17l _aU1jJNI_ OU 1 ':J{ii~J-Jl (~I ( 4 . 11 )

3~ ~ O~J. O!t ~ 0Y .1 d~11J ?Y ~ ' ~d . ~ d~
. . .. . . -

~i + ~~ XJ t,i,9) =~ [i,x,g)-Yt (y),

;f t ~~ Xo(~i)~) ~ Y)Jt,~'9) -51 (9)+

~ 0Yt 071; Jl. til 0711 IJ (-)
+ 'O~ U1 + '0~ 1{ - IX 1 ~ - ~ 71 ~ ,

. . . . . . . . . . . .
qui deteroine l es f oncti ons inconnues (4.9).

Bn effet , suppos ons qu'un certain nombre de fonctions

U,(i.X,9JJ ~Lt,i,i), Jl i (91 , B)21 (i: t.~ , .... r ')
soient de ja trouvees. Dans ce cas l'equat ion determinant la f on-
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ction suivante, par exemple , ae mettra aoua la

forme

07/ Olf X (i - -) S(t - -'J"IT + Ol:! 0 ,~.~.. .%)~ (4~14)

ou, pour simplifier, l'indice ~ eat omia et ou le deuxi~me

membre comprend la fonction deja connue (toutes

l es fonctions (4~9), Y comp;ris lea (;S - 1) -Hmes I etant dejcl

det ermi nees ) .

L'~quation vectorielle (4.14) peut ~tre ~crite sous

f orme du syst~me

~V~ k M ~,~
'at +L Xo (t'~~)" ')~IC':ft) ""lf1tt)- =

~=i aX~ ( 4.1 5)

(il
r) :: S (2J) ' '' J.xls 'YJ)''·' 'j )), (j=~ (j=1.,. ..,k)
'I M if ( UI {Jo/ (mIl

ou l es 7! sont les composantea du vecteur 11 = ?I , if " "1 71 l'

XtjJ X (X III X(:I 5«(~)l es e sont les composantes du vecteur 0:: 0) 0 ,' '', 0 I

Sfjl 5 -- (S fI)) 5 f.1"J. " J c'") ,l es sont l es composantes du vecteur .:J

qui devi ent une fonction connue de t) .i J9 apr~s l~ dt:rter­

mi nat i on de t out es les fonct ions (4 .9 ) , Y compris l es (~- 1)
-Hmes.

Le syst~me caract~ristique des equat ions dif fe r entielles

ordinaires correspondant au syst~me (4.1 5)

()~t_ d~," _ ..._d~L d,l~ d'/~ ..._ d?l(Wlj _ dt
XI1) - X11o) - - XI~J- 5U) - 5(1) - - SfWl)- j'
000

est de la f orme

(4 . 16 )

et l es variables tt int ervi ennent dans ce syst~me coane para­

m~tres .

On connait k int egral es du sys teme (4.1 6 ), puisque ,
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d'apr~s la supposition, on conna!t la solution generale

::r =c.p (tl U,'xOJ to) du syst~me d' equations non perturbees
d til c~) ,Ie}

(4.}) qui d~pend de Itt constantes arbitraires ~.).xOI"')ZO

Ces integralea appartiennent awe equations

,d~~ dil, _d~ It di II .. cond
vct) = XUJ =" ' - X'I\J=TJ (f

, '0 0 0

qui sont equivalentes au syst~me (4.3).

Les autres m integrales du syst~me (4.6) peuvent

~tre trouv~es a l'aide de simples quadiatures.
t .

'J { 'J f (JJ )7/' = 71'lt=i
o

+ 5 (tp(t,~/~o,toL¥,t di (j=i,1r-I rtL
) (4.17)

t.
od les int~grales sont cal.cuLees Le long des trajectoires -.onnu-

es x-=. tfJ( tly,:f.O' to) du syst~me (4.3).

Or, nous avons trouve kr rn = n: 4 Tlt~grales du sys-

t~me (4.16) et nous pouvons done former une SOll

concr~te

du syst~me (4.15); apr~s cela nous pouvons choisir une fonction

u = u(tJiljJ ,en indiquant les valeurs initiales.

Mainten~t considerons de pr~s la determination des

fonctions U-& (tIXJ~)

Dans Le cas general, pour tirer ces fonctions du sys-

t~me (4.10), ••• , omettons les indices inf~rieurs et developpons

l'equation vectorielle en coordonnees, il vient un syst~me

aU~ k ~ ~UW
').1 +I Xo(tJ~V"'~k' ~j"")Ym)' - -
uv -s.~ ~~lt

q
II; 1&)?>X' CjJ (4.18)-LU __0 = 'R (t~~) "'J~~p ~,j) " ', ~M )1

t..t 'O:l~

U= ~11J ' ''1 k)
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I) (0 l~ a;
ou uY sorrc les composarrt es du vecteur U.:; [u, u , ...)U),

'J
'U 'I (t 'l4 U u) sont les fonctions connuesn. , .::e;l' .. , ) oI'l-/t:,)(f1' .. , d '"'

(apr~s la determination de toutes les fonctions (4-.9) jusq' aux

(~-1.) -i~mes Lnc.Lusd.vementr ) ,

Pour r5soudre le systeme (4-.15) il faut trouver :t k
j,n'l;cGr al es du systeue caracteristique correspondant

d O )dX1 dx~ _ dx ; u. _
xUJ"r'="'- Xl';) = (I.) Ii. I~)~X;~)-

o 0 0 1t+2:.U~
("J "-1 ~~

du di=..' = tit)" (6)?JX~Cj:-- ) :f ,.~.
1t ... ZU ".,.,. 1-

~.1 u.....~
Oomme d811S le cas precedent la solution generale du

syst eme ~4-.)) nous presente k integrales .x = '1(£),/'.'))0) to)

et les autres k. integrales s 'obtiennent apr~s avoir trouve

la solution generale du syst~me d'equations lineaires non homo-

g~nes

(4-.20)

(4-.21)

~ =~ (j=J,£) ,,,)k).
Dans ce s~st~me (4-.20) tous les coefficients et tous

les deuxi~mes membres sont les fonctions connues du temps i:
parce qu ! ils sont exprimes a l' aide des solutions ~:. CP(~~}Xo)to t
~ =~. des equations non perturbees (4-.)).

Pour trouver la solution generale du syst~me d'equa­

tions non homog~nes (4-.20) il f~ut connattre un syst~me fonda­

mental de solutions des equations homog~nes

nduyJ It '0 XJ (&) ,

-d = L '0 0 u ( t: i,") ...J h) "
t .. d ~~

Soit un mineur d'ordre k de la matrice
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dont Le rang est suppose ego.l a k , on peut Le prendre pour

la matrice des solutions fondamentales du syst~me (4.•~1).

AI' aide de la variation des constantes arbHraires

on t rouvera maintenant la solution gen~rale du syst~me d' ~qua­

tions non homogenes (4.20) et de la sorte nous recevrons "k
integrales du syst~me (4.19). Etant donn~es .les· conditions ini-

~iales, nous trouverons sans peine toutes les fonctions cherch-
(~(~ (~))

ees U = (U ) U )''') U .

Compte tenu des syst~mes (4.20) et (4~21), on a une

e~~ression de U~

t -l

U.s = U~/t=t. +Lf{L 11..~ (t)21)"')~kl Y~I' ")yJ} dt) (4.22)
t.

011 :r = t.p(t)~) :;Co, to) 'J '" U>nJt) '-' est la matrice des so-

lutions fondamentales du syst~me (4.21). Comme ci-dessus, l'in­

t~grale d~ l'expression (4.22) est prise Ie long des trajec­

toires co~.ues X = lP(t.) ~I ~~) to) du syst~me non perturbe (4.3).

D~terminons les fonctions Ji~ (9) et B1, (~). Pour ce­

la il est n~cessaire d'imposer certaines conditions suppl~men­

taires. II est tout naturel d'exiger que les .f onct i ons

U~(t.i)9) et 'If!l(i)i)jJ s~ient box-nees~ Autrement dit, choi­

sissons les fonctions . 'Jl~ (~) et B~ I~) de mani~re que

les U-$ (t.X) j) et ~ (~i)y) soient limit~es dans

l' intervalle consid~r~, done, de mani~re que les expressions

(4.8) representent les approximations convenables pour les solu-
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~ du syst~me de depart (4.2).

En analysant les equations (4.12),(4.13), ••• on peut

reveler que la structure des deuxi~mes membres d'equations (4.15)

doit ~tre suivante:

~ (t,i.g)=Q.lt)i,~p'j,....U~1/1fl....,~•...•741' Jl1•...'Jl-!rl. Bj, ...)8.fr~)- 8~ )
0'11 les G-s sont des fonctions connues de 1;, %,9 et des fon­

ctions (4.9) dej"- trouvees jusqu ' aux (11- 1) -i~mes inclusivem­

ent.

Selon les expressions (4.17), les fonctions ~ s'ex­

priment le long des caracteristiques sous la forme

t

~ :: ~ lid/f[Q~ - 8~ )~"ljI{i,~•.xo.!.)dt . (4.23)
i.

Aussi pour que les fonctions V~ soient bornees , est-il naturel

de poser

8-s (9) : Q. (~)} (4~24)

0'11 t. -t 7'

Q(ti)., Jim -if Q di· (4.25)-s d T-Poo T ~)
i o

bien s~r, la valeur moyenne (4.25) doit ' exister et ne pas depen-

dre d'un choix de la trajectoire X'" 1./( t'~1 ~o. to) du sys-

t~me centre (4.3). Dans l'expression (4~24) ~=~)?J/"I '''; quanti

a ~ ,. 1 , nous av~ns deja pose dans le developpement m~me

(4.6) Bi(~)=Yi{~)'
De mant er-e analogue, en analysant les equations (4.10),

(4.11), on aper~oit que les deuxi~mes membres des equations

(4.18) ont la structure
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::>11 les ~ sont des fonctions connuessde t. ii, ~ et des fo­

nctions (4~9) dej! trouv~es jusqu'aux (~- tJ- -Hmes inclusivement.

D'apr~s la formule (4.22), les L(,~ se pr~sentent sous

la forme
t

U. =-,L: LI{np. -JI.J} t",Y(t~" ..•.)dt
1:.

Aussi pour que les U oS soient bor-nees , est-il naturel

de p r endre

(4.28 )

011 on a pos~

'.+'7'

~l ~ ~ ~L :: J..I ( )- 14m - [ LJ . dtY 7'~- T :t. '({-t'~J%••t.)
to

et ou, comme dans Ie cas pr~c~d~nt, nous supposons que

(4.29 )

la valeur

moyenne (4.29) ne dflpende pas de la trajectoire X = c.p(t'~J~O' to)

du syst~me centre (4.3).

Le proced~ indique de la determination des fonctions

(409) donne la possibilit~ de trouver ces fonctions bien unifor­

mes, et ap~~s cela on pourra former Le changement de variables

(408) qui transforme Le sysMme de d&part (4~2) au syst~me centme

(4.6) avec une pr~cision donnfled·'avance.

Compte tenu des remarques, que nous avons faites plus

haut sur la precision de la determ1~ation des variables lentes

et rapides, ! partir d'un syst~me du type (4.6), dans Le cas ge-
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neral on obtient les equations de rl: -ieme approximation

:: "XJt) i,j)+eJl1(9)+ tJl/.{i)+ ... + e~·1Jl~_Ji)}

*: eYtrg)+ e'-B"(9)+'" +t8,JjJ
(4.30)

, ne depend pas des mouvements rapides

Comme on a dejc1 mentionne, le systeme d'~quations cen­

tr~es (4.30) est beaucoup plus simple que le systeme de depart

(4.2). Bien qu'on ne reussisse pas ici c1 eliminer totalement

l es mouvement s rapides ou ~ separer completement les variables,

tout de l!l~me , le deuxi dme groupe d I equations, decrivant les mou-

vements lents ~

et peut etre integre separement. Tirons des equations (4.30)

-
: ~~ (t)les quantite~ In les portons dans les equations

I

determinant les variables rapides ~ et integrons, il .I.'esulte

i : i (t) . Ensuite, a l'aide du changement de variables
~-1

(4.8), defini plus haut, on obtient les approximations pour les

solutions du systeme de depart (4.2)

i:.: X+ e.UJ. (t)X~_l)g~) + 6.'-U,. (tJ~_11 jn.) + ... +

~-.1. (t )+c U~_i. ,.x"-l''i~) (4.31)

~= i +£~(t,.i/t-J,9tl.) + e"'V,.(t,in_J,g,,,)-t ···t
n.-J (t \

+ E v:..l I~tt-l' ~n. I'

ou, comme plus haut, dans chaque approximation l'ordre d'erreur

des mouvement s lonts

rapides.

excede de l'unite celui des mouvements

Le procede de centruc c, expos e au cours de cette le90n
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pour les syst~mes du type (4.1), a ~te justifie rigoureusement

dans "nombne de travaux matrhemata.ques , On a demontre certains

theoremes evaluant l'ecart entre les solutions des systemes ex­

acts et centres . Nous laisserons de c~te les enonces et l es d~-

monstrations de ces theoremes, puisqu'on peut les trouver dans

la litterature speciale.

3. S y s t e in e s pro c h e s des s y s t em':'

es hamiltoniens aux variables len­

t e s .Arretons-nous sur certains resultats etendant les idees

exposees sur l'etude des syst~mes "canoniques" aux parametres

lentement variables.

Ces resultats mentent l'attention, comme on :).e verra

dans la suite, grace! leurs applicationS immediates pratiques

dans de nombreux probl~mes interessants lies non seulement avec

les phenom~nes oscillatoires, mais aussi avec les probl~mes con­

cernant la transition des oscillations aux rotations.

Soit un syst~me non perturbe decrit par les equations

canonf.quea

dq, _oH(p,q,!f}
dt - 'Op )

dp __?JU(p,q,V)
di ()~

ou p = ( Pi) P
t

J" ', Pt)J ~:: ('}!' q,~ )"', q,t) (1l =ri), f4(p'~J ~)est un

hamiltonien scalaire qui depend des param~tres ~ = l ~j J ~2. "", ~ rfl- J
et qui ne contient pas i

1iettons un syst~me perturbe du type (4.2), correspondant
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~~ sys teme (4 . 32 ) , sous la fo~e

di mensions respectivement.

ou

~~ x O~(;'I-'J} - e/rp'He),

(9)

dp = _~H{P,~,~) + eoP ('pO L/ e)
d i oq., T) r r: )

:% 0 6Y(p, ~. ~. 6)

If) {~I

J ( p) ~) ~) e)) / (p, ~) ~' e) )
f oncti ons a f et a m:

(4. }3)

sont les

Le syst~me (4. ] 2 ) admet une premi~re integrale, celle

d 'cnerGie

(4.}4)

Supposons ~ue l' integrale (4.}4) soit comprise dans un

syst~me "l ' int eg r ales du syst~me (4~32), ind~pendants entre eux,

et i nt r od.u i s ons dans une solution g~nerale du syst~me non t r ou­

b le (4.}2) l'(mergie E comme un e des constantes arbitraires.

Alors, ap~~s ~uel~uescalculs, on obtient une equation

ou le centrage est effectue le long des trajectoires du syst~me

(4.}2). Mais le long de ces trajectoires dP:_ oH J E!t. = 'Of-! )
. . dt . oq dt Op

aussi une forme definitive de l'e~uation pour l'energie es t - el l e
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ou les intec;rales sont pr i s es le long des trajectoires du syst­

erne (4.32) qui, correspondent aux niveaux d I energi e E::,. E .
Si les solutions du systeme (4.32) ne sont que pu~em­

'rcnt per i odi ques de period e 0' on obtient en premiere app-

roximation

(4.36)

Les formulas (4.35) dour.cnt la possibilite de calculer

10. variation de l'energie d~e a~~ perturbations. Le terme
To

.f. f ~ Ydt
Too ro~ 1

cs t un accroissement moyen de 1 I energie du syst~me au cours

d'une per i ode , cause par le cbangement des parametres qui vari-

Le terme

. ,V1.s e par

cnt lentement ave c 1:. vitesse ~:. e Yi

~n(dp + tcJ~]
o

decr i t en premiere approximation I e travail des forces pertur-
lfJ l~J

bo.trices e. f et e. t au cours de la periode To ' di-
o 0

To
Ainsi, la formule (4.36) caracterise la vitesse de la

vardatn.on de l'emergie. Cett e vitesse est egale a. la puissance
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moyenne des f or c es perturb~trices et des f or c es changeant les

parametres du sysueme, prise au cours d'une periode~

SUpposons que l es solutions du syst~me (4.32) p, CJt
cl}

permettent leur division en deux groupes p::: (p )''', P.a) J

(f) (~) (J,) 1-

~ = (~1. "") 9.J et p = { P~.1 ""J Pe L ~::: (CJ.-!>H , . .' J q.~)
(t) tt} • (1.) •

dans 10 groupe P J ~ toutes les coordonees p sont osc1.11-
It}

antes et les q,. sont arbitraires (y compris tournantes), dans
(J.) . tot)9- toutes les coor-donbes CJ, sont oscillan-

sont arbitraires. Sous ces suppositions calculons

l'integrale d'action dont l'etude pour les syst~mes canoniques

presente de l'inter~t.

On a

l'integrale etant prise Ie long d'une trajectoire quelconque du

syst~me non 'perl;urbe (4.32).

Dans l'expression (4~37) J depend des param~tres

~ j.' . • 'J ~n. et des constantes Cj. J " ', Cm-:I. ' aussi peut-elle

~tre consideree comme une des integrales du s;j'steme non perturbe

(4.32) et presentee sous Ia forme

(4.38)

Dans Ia solution g~n~rale du systeme (4.32) introduisons

J comme une des constantes arbitraires. Alors, dans la pre~i-

ere appro -d.mat Lon on obtient l' equation d ' actLon suivante

- rr;, (p) (,J ~

d~ "'c.f [/ dp+i d~]+~( 1JH (Y -s ';'cltdi 0 0 0 ~ ro'<f 1)
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"0

.Y,lj)= +.; LJ,dt,
et l'int cGration est faite l e long d'une trajectoire du syst~me

(4 . 32 ) .

Si les solutions du syst~me (4.32) sont purement pe~io­

di ~ues , l'inteerale (4.37) est de la forme

J=f pd~}
ct l' cCluo:t;ion (4.39) prend l a f orme

(4.40)

Cou I GS int e~rales sont prises l e long d' tUl t our de la trajecto-

ire f erme e) .

4. Pen d u 1 e del 0 n g u e u r variab-

1 e • Cons i derons l'exemple illustrant des proprietes de l'inte­

gr al e J . Cet exemple est une eapec e du p:!.'obl~me connu du pen-

duLe d' Einstein.

Un pendule simple de longueur qui varie lentement et

continuellement est appele de coutume le pendule d'Einstein. Les

eC!.l'..atri.ons d ' oscillations de ce pendule sont de 10.. forme

(4.41 )

ou <t es t un ecar'G angulaire compte a. partir de 10.. verticale,

est une acceleration de gr avit at i on , est 10.. lon-

s ueur l cntement variable du fil, 1: :& &1;.

L'equation (4~41) peut ~tre mise sous forme d'un syst~-
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me du t;jrpe (4-.33),

(4-.4-2)

ou
p2.

~=-2, - m3~~~)

"m~
171 cs t une maas e.idu pendule, e! = 0)

Dans ce cas l'integrale d'action est un invariant adia-

batique, c ! est-a.-dire, J=~.

Etudions maintenant Ie pendule, pareil au pendule decrit

par l'~quation (4-.4-1), oais quelque peu modifieD

Admettons que la longueur du pendule soit vari ~e non

par les forces exterieures, mais grace a. l'energie propre du sy­

st~me, c.a..d., supposons que la vitesse du changement de la lon­

gueur du fil ~ depende de CfJ 9 . ~ . Pratiquement c ! est possi­

ble, par exemple, quand le fil du pendule se deforme sous l' ac­

tion du poids de ce dernier et sous l'action de la force centri­

fuse. Supposons de m~me quo La vi tesse de la defornmtion "plas­

ti qu e" du fil soit petite et qu' elle soit proportionnelle a sa

tension, c.a.d~ I ~ = e..tl p ou pest une force de tension

0t ~A est un petit coefficient de la deformation. Les oscill-

atii.ons <lui s' etab Ucs ent c1.rJ.ns ce systen 6 sont de crites par l es

e C].uations

(4-.4-4-)
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ou :P2.:r lus o~uations

dq, .
dt :> - m~y~'~'j

dp~L )
di m~2.

~ : E.A(mr'""q, + m#i·)·

(4.45)

.
Jonsiderant Cf, et q. co mme 10s petites grandeurs et

neGl l c eant l es termcs co@prenant les carres de ces quantites au

li eu d es equations (4.44) etudions Ie syst~me

ou I e syst~i1le

dp _ P---- )

dt rrtf
dct
dt ::: - m~~~}

~ 0 E.t. (m~-~ft m~f).

(4. 46 )

Designons par Q, l' amplitude des oscillations et expri­

mons l'integrale d'action j . J?ar l'amplitude. Le syst~me non

perturbe correspondant aux equations (4.47) est de la forme
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(4.48)

La solution de ce syst~me est

q,~Q,~(wt+C))

4= -aw-M{wi + e ), w= /2.. .
. ~ J

D'apr~s la formule_(4.37) on trouve l'expression de
J~ JW 1. _

J= 1pidt .. m{j aA,w'-~"(wt~e)db~m~ I Ji,(k~~.
e

Apr~s que lques calculs on obtient les deuxi~mes membres des ~qu-

ations (4 . 40 ) s ous la forme

De mani. er e claloeue on t r ouve

Ai nsi, apr~s l a :~ iuction des constantes les ~quations

de l a premi ~re approximation s e mett ent sous la fo rme

-
o ~l Ci et ~ s ont l es 1)remi~res approximations centrr-Ses pour

l ' au plibude angu Lai.re et pour 1 3. Longueur du pendule. En resol­

vanf 1c .sy steme (4 . 49 ) on obtient
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(4- . 50 )

En premi ere approximatIon La f'ornruLe (4-.50 ) expr-i.me La

dep~.dence entre ] fampIit ude des oscillations et La Longueur- du

pep dule. Or, pour l e pendule d'Einstein l' existence de Ifinvari-

"tnt adiabatique entraine

(4-.51 )

En comparant les formules (4-.51) et (4-.50) entre elles,

on rev~le une distinction .es s ent i el l e des lois des oscillations

du pendule. La cause de cela est suivante: en premi~re approxi­

mation l'invariant adiabatique es t conserve pour La pr-emi.er-e

equation et il n'est pas conserve pour la s econde. Au point de

vue de la Mecanique cet effet resulte de ce qu e pour I e pe ndule

dfEinstein la longueur du fil varie grace au travail des forc es

exterieures et pour Ie pendule au fil plasti que elle varie a ca­

use de Ifenergie du systeme m~me.

En terminant cette Leeon , J;"marquons que pour l es syst-

emes du type (4-.1) et (4-,33) on peut etudier de divers regimes

d.. .I.,esonance, Pour ces regimes, en Generalisant La methode de

centrage, on obtient l es solutions approchees, on p eu~ les ana­

lyser et leur donner la justification mathemati que. Mais nous

n e nous attarde rons pas a ces questi ons .
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CmrRAGE DES SYSTDJIES CONTENANT LA ROTATION.

1. E non c e d u pro b 1 ~ me. A l'aide de la

methode de centrage on a bien etudie les processus oscillatoires

non lineaires dans les syst~mes a un seul et a plusieurs degr~s

de liberte. Dans tous ces cas les syst~mes non troubles determi­

nent d'habitude les processus oscil1atoires. Particuli~rement,

en consid~rant 10rs de la troisi~me le~on le syst~me a l'unique

degre de liberte ().1), proche de celui integre exactement, nous

avons suppose aussi que le syst~me non trouble 0.5) edt la so­

lution periodique dependant de deux constantes arbitraires.

Pour de pareils syst~mes nous recherchons des dessins d'amplitu­

des, des periodes et d'autres param~tres des oscillations. En

m~me temps, de nombreux probl~mes lies avec les syst~mes menti­

onnes nous am~nent a l'etude d'un regime de rotation. C'est a

ce sujet que nous silons consacrer la le~on ci-presente.

SCit un syst~me (que nous appelerons ci-dessous le pe-

ndule) dont le mouvement est d'crit par l' 'quation ;

(5.1 )

OU / (~) est un. fonction periodiqu. de p'ri0d.e J fL • SUppo­

sons que sa valeur moyenn~ !(:.t) spit ,

j(X)=JN~)d~. 0
e
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La figure) reprisente 18 plan

de phase de l'equation (5.1). Lea -l:>:~a.-

nches closes de separatrice boment

les domaines de :c J ~ qui, conr-eapo-

Fig.)

ndent aux mouvements periodiques. Ces

mouvements sont definis par de petites

valeurs de l'energie initiale. Les

trajectoires de phase non-closes dec­

rivent les mouvements rotatoires du

syst~me et ils sont definis par de

grandes valeurs de l'energie initiale.

Examinons les mouvements obeissan~ aux equations trou-

bIees

(5.))

Eo > 0 etant un petit param~tre, qui correspondent a l'equ-

ation non~troublee (5.1), de m~me que les mouvements decrits

par les equations aux param~tres lentement variables

it [m(~) ~~] + /(y,!e) =eF(~,t,2,:),
dy f J( d!:e) (5.4)

dt e, 6 ~ ~IX) lii )
ou . ! (~I 'J) est une fonct ion phiodique en s: avec la

phiode ~1C ~ :: (~~)"" ~n)'
,tll

JJ(~I!e )dx:: 0/ (5.5)

d 0 dX)F(~, i,.x)~) et Y(~I;e) dt sont phiodiques en ~ •
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3i le r~gime est oscillatoire, les equations (5.3) at

(5.4) peuvent . ~tre etudiaes avec succes a l'aide de 1.. methode

exposee lors de la troisi~me le90n. Toutefois il faut indiquer

que si l'amplitude s'accroxt, autrement dit, si nous approchons

d'une zone contigue a la separatrice, la precision des resultats,

obtenus a l'aide des methodes habituelles, diminue.

2. Cas de rotation rap ide • Ex:aminons tout

d'abord le cas de grandes energies initiales du systeme (5.1)

quand le mouvement est repr~sente dans le plan de phase par les

trajectoires non-closes. Pour etudier le cas de rotation rapide,

N~N. Moisseiev a propose une methode qui utilise la representa­

tion des solutions d'equation non troublee (5.1) sous forme d'

une serie suivant des puissances entieres negatives de la racine

carrae de l'energie. Considerons cette methode de plus pr~s. Exa­

minons quelqu'une des courbes decrivant Le mouvement de rotation.

Elle traver~e l'axe O.x dans un point ~:z Q ,et Le traje-

ctoire de phase correspondant a ce niveau d'energie se represen­

te par une courbe ondu.Lbe situee au voisinage de la droite i'" Q

(5.6)

(5.?)

, on obtient1­
Qe =

appartient au type des

En posant

Le systt\me

Aus~i est-il naturel de faire dans l' equation (5.1) un changement

d~ ,...,dt :: ':it' + ~

i :: e. ~ 011
~

d~
-::!Te.~1dt 1

~::-el(x).
di1

d'equations (5.?)
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systemes examinos dans ~e quatrieme le~on, donc, moyennant la

m6t~ode y exposee, on peut trouver 'sa solution.

D'apres Le schema g~neral, cette solution du syst eme en­

gendrant (5.7) (ayst eme "non-trouble") est r-echer-chee sous Ia rccae

.:r =X-to e U1. (g..i) + eJ.u2, (9JX)+ "'J

~ ~ i T e V; (iJX ) + e~7!,. (g/~)T " 'J

- -
otl les fonctions;J , ,1) sont tirees des equations

~:;= 1+ e-B1 (9)+e"8~.(i)T ' ' ' 1

~ :: EJl!(~) + e'"Jl2, (9) + , .. .

Exigeons que J!es fonctions U ~ (B J iD ) et v;. ("j, ~)
bornees et qu'elles verifient les conditions

u. (~J 0) =~ (9 J 0) :: O.

(5.8)

soient

(5.10)

Portons les series (5.8) dans l'equation (5.7), tenons

compte des · equations (5.9), et egalisons les coefficients des pu­

issances de e. • Alors nous obtenons

'O~'p(- .Jl (-) "0U - 8 (-)
--::- := T 2)- 1 L/ I -:! ." L(- 1. j ,
'OX , d OoX (J

~::- 'OJ. U _ O~ 0 - _ OV'1 a (-)- 11 t-)
'Ox ()i 1. '09 /11 ~ 'Oi Ut ~ ~." ~ )

'aU,:: "If. - o~~ Jl (-)-'O~t ~ (-)- 8 (-J'
O~ f ~.1' 1. Y 0$ 1. ~ ", ~ J

(5.11 )

Examinons la prtlmi~re equation du systame (5.11). Pour
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que l cs f oncti ons ~ (~l.i) soi ent bo rnees , il f aut et il suff­

i t que

Jli(jJ = - !(Z) . (5.12)

r~Iai s !ix): 0 , en vert~ de la condition (5.2), donc
I

(5.13)

~lsuit G on trouve

s elon la conditi on ( 5.10).

ou C(j)

.i

~(j,.i) == -J !(-Xjd:r+ C{9J)
o -

es t un e fonction arbitraire de Jf et CrjJ =: 0 ,

Introduisons les notations

~(.i) =- lfl[i).
alors

oX

J1{:tJdx =l.f!(fX})

o

x

J'f'{:cjd'll .cp{",)

t

( 5.14)

(5.15)

A part~r 1 e la deuxi~meet de la troisieme equations du syst~me

(5.11) on tire

1\ fg) ~ 9)
JL.tgJ == OJ

fJ,. (gJ=-1jf(j))

U1 (g,2)=~

~ (i,i) =j If(~}J

UJ,{9,i)=-CP(2)+ 1.Jf(~)X.

(5.16)

(5.17)

(5.18)

~

En cons er-varrt l es petites quantnces de l'ordre e, ,les
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<lcvcloPP~li~ent;s (5.8) et les equations (5.9) peuvent etre pr-es en-.

teD sou~ l~ forme

X::: i - 82. [ep(.x)-1fl(.f),~],

~ = 9-e ¥i(x) + e~j"l.fl(.i))

diE - ~)/f(-)dti = 1 + e.~ - £ T I so )
lij ::: 0
cJi! .

Compt e t cnu des valcur s initiales

.2) =0
) (5.21)

(5.22)

on t rouve de l a deuxicmo equation du systeme (5.20)

y = O.
Los expres s i ons ( 5 .1 9) etla premiere equation du sys­

t cme ( 5.20) p ouve nt etr e exp r i mces sous -l a forme

~= i + e(i 1friJ-cpri)).

1-::: f: ljl(~) )

d~ = i - ~~ If/{x) .

Intecrons l' equat i on (5.2]), substituons la valeur obte-

nu e ~::: ~ (i) dans les cxpr-eas d.ona (5.22) et reviendrons

a l a variable i:: e- i , oil £.:: 1. , il vient
1 Q

( 1-) i ~-( {-\ ~ i-))Jx::: 9 - Q 1fl t + Q2.t 0/ g -Q LJ1l-ep~(Q- g 0/ t ~

1 -1 - (5.24)

~ ::: --g 0/((9- Q lfI)i).
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Introduisons au lieu de Q une nouvelle constante .A.

definie par la formule

Alors la representation asymptotique de l' integrale ge­

nerale de l'equation (5.1) dans Ie cas de grandes energies se

met sous l a forme

Cette so Iutaon comprend deux constantes arbitraires,.it et to
Sous titre d'illustration examinons le mouvement rota-

1.ioire du pendule simple, decrite par l'equation

On a

done,

D'apr~s la formule (5.26), on trouve

(5.28)

Ce procede de rechercher la solution du systeme engendra­

nt (5.1) dans Ie cas de grandes energies peut etre ~tendue avec

succ~s aux equations plus g~n~rales. Prenons, par .exemple, l'equ-

ation
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OU , est un vacteur dont la variation est d~crite par Ie sy-

sterne d'equations diff~rentielles

(5030)

(5.31 )

SUpposons que pour tous les ~ la fonction II~) ~) soit

p~T.'iodique en ~ , de periode .2 Ji , et portons (5.6) dans

(5.29), alors (5.29) est transforme en sysMme

d::c
di

i
- { + £~)

dJf :: - ef(~, ~)l
dt!

d~:: .0C n. (~, ~) .
dt f

Et maintenant pour ce systeme on peut construire une so­

lution asymptotique, en suivant Ie procede expose ci-dessus.

Les systemes, obeissant aux ~quations (5.29) et (5.30),

sont dites les systemes au maillon rotant. On les rencontrent

souvent dans les applications pro.tiques, par exemple, en etudi­

ant les mouvements simultanes du centre d'inertie d'un satellite

et du satellite meme autour de son centre d'inertie, etc.

Elcaminons I' equation des oscillations du pendule a con­

dition qu e l'energie initiale soit grande,
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(5.32)

Cette ~~uation se reduit au systeme (5.29) - (5.30) apr~s le

changement

(5.33)

(5.34)

Pour l' ~~uation (5.32) on peut ~crire un systeme du type

dx
dt

1
:: 1 .,. a ~I

dJ! y
dt ~ - Er(::OI"l;L

d~

cH1

(5.31)

Maintenant on trouve sans dif'ficultes la representation

asymptoti~ue ~our la solution generale de l'e~uation (5.32)

.x(fJ =fit +f tlfI(t)it t -epCtJJlt)} I

i -
ou on II pose Jt = G -Q-yJ(to } '

3. Per t u r bat ion s des rot a t ion s

rap ide s • Pour simplifier les calculs, posons dans l~_sy­

st~me(5.4) rn(~)=i) Y=1) g=e.t=.1: (letempslent),

alors on obtient une e~uaGion ~

(5.)6)
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OU E, > O. es t un pet it par-ametn-e , Supposons que I ' Emergi e

de ce sys t eme soit -aa s ez gr ande , autrement dit , que pour

l ' ~~uation enge ndr ant

d~
- + j (rt X) = 0dt'" T )

ai t une solut i on ro t atoire.

(5.37)

Pour examiner l'~quation (5.36), en s'appuyant sur la

soluti on asymptotique dej a formee de l'equation (5.1), on peut

cons truire une theorie analogue a celIe expos ee lors de la troi­

si~me le~on. Ensui t e, soit

ti

{(1') = ~ ( /('l',X)d~ = 0) (5.38)

"J~ )
o

et soi t l a so l ut ion de l'~quation engendrante (5.37), mis e sousla

f orme

OU

(5.40)

a. est una constants. arbitraire at

(5.41 )

Comparons l'expression (5.40) avec la solution as;ympto-

t i que ( 5026), il vient

CI.J: .n.
~ . 1.

a.. = -:l. I eu =ya IJ ft (5.42)
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Done, l a fonction :i ne depend pas de a.. awe quantites de

1 'ordre 0(1) ) pr~s.
Effectuons dans le syst~me(5.36) un changement des va­

riables a l'aida des formules

» :: 1. (1'. If, a-))

d~ :: cJ(1'Ja)l~ (tt, tf, a) .
dt

Apr~s quelques caleuls nous obtenons po~ le cas general

~r~l<JfI;O:)tnE(aj{F(t,!t,(J!<'~):<:~-(w!<.~~!<.:t(W!<.~J~Z;}. (5.44)

=QJ('t,a) + Set;, ('tJt)~a))

ou

Ainsi, l'-equation (5.36) est mise sous forme standard et Do (Ot)
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ne d~pend pas de 41
on a

(5.46)

(5.47)
I

et ':t
,(.,'1'

L'fttudedu

En tenant compte des expre&sions ( 5.40) et (5.42),
C1. I ~I .l.ql

l ('t', lfI,a) <f' +a ,(, (~) li'J) :t., :: 1. + '"'a .1:,'1' +~ 1V'f')

ey' 1/ cy' . 1

~~ = i + a l:-r) ZQ'/' = J:-If ) CU", = ~
II II I

~" "'a c:z ~'I :. a ry ~' = a C'f
A.'I"" . ivY''' , N~ I:JqItff, ~ AJ't'

done, l'equation (5.44) peut ~tre representee sou~ Ja forme

da = _!:- fFl ' + ia[-ZII + a (l'Z
II - 'i'l 11

)11l)
diDo 'f lI-"r .... '1'1. y.tr 'I' ~J

I I I \

d'f:.OJ(O}_~ (F~'_A +r6:(Z'I' t-r -lJ.ry'l )lJ
eli Do L Q, J.va :l /:J Jj~ J

1. ) 1 ( II 1. IJ,)
Do = 1" CV + CU 11."" - T 'lor )
I

1,(1. sont definies par la formule (5.40).

&ysteme (5.46) peut 6tre eontinuee a l'aide de la

011

methode que nous avons exposee au eours de la troisieme leyon.

4. Gas d' u n e I' e tit e v i t e sse a n ­

g u 1 air e del a rot a t ion. Ge qui a ete tres

important dans tous les raisonnements ei-dessus, c I est la sup­

position que l'energie initiale soit grande. Gette supposition

nous a permi~ de former les solutions asymptotiques du systeme

non troubl~-et apres eela mettre Ie systeme examine sous forme

standard.

Soit un systeme dont la vitesse angulaire n'est -pas

suffisamment gIlande pour qu 'on puisse fOI."lller una solution asymp-

totique du syst eme non trouble eorrespondant. Supposons qu' on

ait a examiner un mouvement rotatoire de ee systeme.

Pour fixer les idees et ne pas compliquer inutilement
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l es calculs, prenons l'equation

~;+f{~»eF(x,~:), (5.48)

OU E. > 0 es t un petit par-ametir-e , If!!» es t une fonction

p eri odi qu e , de p er i ode JA par rapport a. x. .

Si £::. 0 , l'equation (5~48) admet deux integrales;

la prcmi ~re est
.l.

~ ( : ) + V(:£) =E,

(5.50)

OU :J:

V(x) =f/(x)dx)

E est l'energie totale qui est en m3me temps une constante

arbitraire de l' integration; la deuxi~me integrale est

. 1 r ds:
0/(x, E)" TIE) )1.2(E_Vex)) ~ f • 0, (5.51)

OU la periode de rotation T(E ) est determin~ par
.aJr

T(E)-f dx
- 0 Yi,(E-V(.xlj (5.52)

Pronons comme de nouvelles variables les quantites E
et } • Alors, apr~s quelques calcul~, au lieu du syst~me

(5~48) nous obtenons UD. systame d' equations sous forme standard

(5.53)
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Les deuxi~mes membres du syst~me (5.53) sont des fonc­

tions periodiques par rapport ~ t de periode TeE).,. done.

periodiques par rapport a f aussi. C'est pourquoi, pour ob­

tenir les equations de la premi~re approximation. nous centrons

ou ,,+ correspond au mouvement dans Ie demi-plan superieur

correspond au mouvement dans le demi-plan inferieur.ct
~
I

Aus :.:d Le sys t eme (5.54) admct-il la representation
- ~ii

JI" !: r;EJfF(Sl:'/,,(E- Vr",J))dx)
o

~ ~ .

cJp e,~:~ J elf F(XI J(E- V(~y) cI:x;
dt T(E) T(E) oE /

(5.56)

o
Ou on integre I e long d'une trajectoire d e phase dont l'ordonnee
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est une fonction periodique de periode J Ii par rapport a x .
(Pour cette ~aison les bornes d'integration senti prises de 0

cl :i ).

(5.57)

.Ona

sont periodiques,

Etudions maintenant les equations (5•.4) , . apres y avoir

F(~Jt)~) ;:): F(~J~J~~)

it [mI~) ~~l +!I~,~)' EF{~,x, ~~ ).

~ 11( d~)d-\; '" IS? ~J:l) eli )

F(~J ~I ~~ ) et ~ (~I~)~ )
de periode ~Ji par rapport do ~.

En utilisant les formules (4.35) et (4.46), formons en

ou

post.

premHre approximation, pour Le syst~me (5.57), les equations

(5.58)

(5.59)

centrees en energies lentement variables, variable, exprimant

l'integral_e d'action, et param~tre L{ • II vient
J4 . a

~~ '~ h~·~,1:r~) (E-vrlf"1))~dX +

o ,.-- ~

+ { f(- E~; r d~V) y(~,x,/:r~/E -Vry.2CYj.
o d!t-

l( ::r=======:==:=====-y:t m(~) (E - V(~J :t))
~ JJr_

~~ 'EJF(~,xL~~)(E - V(~,x))\dx + sJ(~m t o;VJ.
o / 0 ~ ~

;{lj!re.1:(~) (E - V{y.xl))-
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1fJI; Y{~J~J/~(E- V{~I~)) d~ J d~

- T, Ym1~) (E- V(lf,XI) Y:t m(~){f - {I(r,~lj ,

dy _~rY(if,x,lmT/E-V{P)J d»
di - l: 0 1m~lJ) (f-V(~lx)) )

.lii-JmrYJ f d:£
ou ~ - . T 0 -y E -V{'iJ~) est une periode de rotation,

J:119,m(y){f-V(~I::c»)dx est l'integrale d'aetion.

, Remarquons que, J s' exprimant en energie E ,les

equ at i on: (5.58) et (5.~~) sont equivalentas.

Jans un cas partieulier, quand I' equation (5.j7) depend

d'un pai.anecr-e lentement variable 1::: e t ,dite" Le temps

lent", Ius , ~ quations d'energie (5.58) et d'aetion (5.59) peuvent

(5.61)

J-J"'i

~~. • efF(~,x,Im~tJ (E - V{'I;~)))dx
o

Nous n' allons pas nous attarder iei sur les ~quations

de la deuxi~me approximation pour l'~nergie de rotation, 1 'action'
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et les :('qrametres dj
5. L' e x e m p 1 e 1 e p elL d u led' E ins -

t e i n d & n s 1 ere g i mer 0 tat 0 ire 0 Exam1n-

ons le pendule d'Einstein dans le r6gime rotatoire. L'~quation

de ce pendule est de la forme (voir l'equation (4041)).

OU 't' = e- i .:c est un angle de d~viation, :I (1:) est la

longueur du fil du pendule, est une~cc~lerationde la pe-

(5064)

s ant eur-. De l' equat i on (5.61) on obtient une expression pour

l' energie du mouvement rotatoire du pendule,

)f('If) IE G- (I~3t't) ) =-*
oll (9. est une complet e integrale ellipt;ique de deuxieme es-

Suivant la methode deja expos~e, dans le cas de grandes

i
energies, aux quantites de l'ordre ---~ pres, on peut trouver

E
un e r elation entre l'energie et la longueur du pendule,

E=;:' [E, + :,. It-1. )]Tg~~:E (~'-~) 0 ( :.), (5.65)

ou ~ 0) Eo sont respoctivement la longueur et l'fmergi e du

p cndu l,e au moment, initial.

.J::}:3Lli nons mafrrt enarrb Le pendule d'Einstein modifie

(voir la qua tri eme le90n, l'equation (4 . 44 ) , ) decrite par le
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sys"t~me d I equations

d~ [t ;:]+3~ 4Ul" = O.

~~ =d{"1~h m~(;:/),
(5.66)

oll

file

est un coefficient de 1a dtlformation "p1astique" du

Pour l' elnergie de vibra"tions du pendule obe1ssant au

sysdme d 'flquations (5.66) (cas de grandes energies), en u"tilisa­

nt l'tlquation (5.58), on obtient une expression

E: ~:"[E+ ~~{i-l']--4. (~'-l)'" O(~). (5~6?)
d do 0) lI~o ~ Eo 0 E

awe te:a.'Dles d'ordre _l_ pr~li.
E~

6. P h ' .,n 0 m ~ n e s d e r fa son a n c. d a -

n s 1 e s s y st' m • s rot a t 0 ire s • Les ph8nom~

nes de resonance dans 1es systimes avec des elements tournants

poss~dent certaines part1cularites et 11s sont encore loin d'~tr.

etudies comp.Letrement;.•

Ex:aminons un cas particulier de l'equation (5.4),

oll

a t

d~ + ~(~):: %F{vt,'~} d~ \di2. r cH } (5.68)

F(vii ~J ~~) _ es"t une fonction ptlriodique par rapport
• • J,J~

de per~ode ---y-
Supposons que l'equation n~n troub1ee
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aductt e une solution

(5.70)

ou

(5.71 )

dans Le cas du regime vibratoir e, et ou

(5.72)

dans Le cas du regime rotaboire.

Suppo sons que la frequence propre des oscillations

soit pr oche de

nombres naturels, p r emier s

isons une nouvelle variable

f. v , ou p et <y sont de s
q,

eux, Au lieu de (jIent re introdu-

V (Ie dephasage) d'apr~s une

formule.

(5.73)

et dans l'equation (5.68 ), tout comme dans la troisi~me le~on,

introduisons de nouvelles variables a ~t {} a 1 t aide des

formules

(5.74)
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Alor s on obt ient un syst~me d 'equat i ons sous f orme

standar d , en nouvelles variables a et ~ ,

~ 0 ;(:) F(e,£(; e+~o.),uJ(a)~ {; 8+~o.~~:(; e+ ~ a,)

(5.75)

ou vt = e)
Designons par Q, 0 une solution de l' equation

p
cJ{~) = - V

~
(5.76)

et examinons les solutions "resonnantes" du syst~me (5.75), au-

t rer.len t dit, supposons que

Dans c e cas .

p
W{O-) - ~ J = O(e) .

Q, - 0,0 = O[€-)

(5.77)

~t on peut ecrire
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Compte tenu de la r elation (5.78), on obtient apres

Ie centrage des deuxi~mes membres du syst~m€ (5.75)
. ).,jjp

cJQ;:_ E- . fF(& ieT ~a)'l:~de,
dt J,JipD((ko) q, _

.l1~P

d~ :W'(f1o)(a-ao) ~ _ E J F(9J;e~ Vla)~de.
~t JJbpD(lko) l'

o

Dans Ie cas des rotations rapides, selon l'expression (5.40)

et l es solutions asymptoti~ues (5.26), on a

(5.81 )

(5.80)

011

'l (~Ct) = If + ex. Z(41 0,)

d i
W=ra:' a=:?,

1 (41 a) = i flY) + o(1~)
Aussi I e syst~me centre (5.79) peut-il ~tre r eprese-

Avec la m~me precision nous pouvons r ep:resenter Ie

s ys t eme (5.82) sous l a forme
.tip

da=_ ~e~ (F(e)eT~Q,)[lT(l,,~~)de ,
cl t. "'JI p) q,

o

(5 .84)
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Egalons les

_ Up

1e.1a,: f FIe. .fe+ Ja)Zd8.
':lif llJq I

o
deuxi~mes membre& du syst~me (5.84) a ze-

ro, il vient un syst~me d'equations .det erminant Les V&P.'\t'S

stationnaires de a et ?J avec lesquelles la rotation est

uniforme. Comme d'habitude, pour.etudier La stabilite de cette

rotation, on :forme et on etudie les equations aux variations.

A 1 t aide de ~a methode de centrage on peut aussi exa­

miner dans Le cas de resonance les mouvements rotatoirea dec-

rits par des syst~me·s d' equations plus compliques que Le sys­

teme (5.4). Par exemple, on peut etudier les sY3t~mes aoua la

ou .:e est une coo rdonnee a une seule dimension, :I =f ~11"')~'" J
est un ensemble des parametres qui varient lentement et qui in-

terviennent dans F(~)-eJ~1~ IS.) ; enf~n,
Y{~leIX/~~I~) et 9(~lel~I~~)~) sontdes

fonctions perturbatrices non-lineaires, periodiques par rapport

a e
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SIXIE<IE LD;:ON

MErHODE DE CENTRAGE DANS LA THEORIE DU MOtJVJi},OO~ DES

1. M 0 u v e men t d' un sat e 11 it e au-

t 0 u r des 0 n c e n t red e mas s e • Sous titre

dl'll example elee;ant, illustrant les principes d' examination

des phenomenes "resonnants" a. l' aide de la methode developpee

plus haut, exposons succinctement le probl~me du mouvement d'un

satellite autour de son centre de gravit~. Ce probl~me a ete

etudie de fa~on detaillee par F.L. Tchernoousko.

Soit un mouvement plan d'un satellite autour de son ce­

ntre d'incrtie qui iecrit une orbite elliptique dans un champ

central de gravitation. Supposons que L' axe d'inertie princip';ll,

relatif au centre de masse du satellite, par rapport auquel Le

moment d'inertie est

plan orbital. Posons

B
Jt

, resto toujours perpendiculaire au

et C(fi ~ C ) les moments d' iner-

tie relatii's a. deux autres axes d'inertia principaux.

Admettons Ie rapport des dimensions du ,s at el l i t e a. l'e­

tendue de son orbite pour les petites quantites de premier ordre.

Alors, aux petites quantites dt premier ordre pr~s, l'c~uation

du mouvement de s 3tellite autour de son centre de gravite se met

sons f orme

(6.1 )
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011 d = ~ V est le double angle entre le rayon vecteur du ce-

ntre de gravit~ et ltaxe principal

le moment d'inertie est egal a C
excentricite de l'orbite, () est

d t i.ner-t Le , par rapport auqu el

,.."= (.!l- C) ~
\oN B '" est une

une distance angulaire du pe-

rigee de ltorbite au rayon-vecteur. Remarquons que l'inegalit~

.fl .!£: 5 + Centraine a ~ i
L'equatlon (6.1) est une equation differentielle non-li­

neaire de deuxi~me ordre dont les coefficients sont periodiques

et qui depend de deux parametres scalaires a et e . Si

(6.3)

e = 0 (orbite circulaire) l'equation (6.1) se reduit a I t equ-

aGion de pendule.

Si a = 0 , l'equation (6.1) s'int~gre aux fonctions

cHm ent air es .

Considerons trois cas :

1) e« 1 , l'orbite est presque circulairej

2 ) a.::< i , le satellite diff~re peu d 'un corps a symetrie dy-

nami.que j

3) I~~ 1;>'7 i ,la vitesse angulaire de la rotat ion du satelli­

te est beaucoupplus grande que celle de la revolution du rayon­

-vecteur de son centre a' inertie.

1) Si e <:< i , l' ~quation (6.1) se presente sous forme

~~• 3a'""O'. e(q-li4 6.:.li46~~ •ba.'co66""5).Oil). (6.2)

Si, de plus, e = 0 , il vient une equation non-nrcubfSe

d1cf .
- 1" ~aL~cf = 0de!. J
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dont la solution generale d6pend de deux constantes arbitraires

a et ~0' at presente les mouvements oscillatoires, rotato-

ires at aperiodiques. Eliminons du raisonnement les mouvements

apenodiques, alors la solution generale de l'&quation(6.)) se

mettra sous forme

011

Pour tout- ex. 1a quantitft '1. (~a,) satisfait 1a condi-

tion

0'11 't:: 0 dans Ie caa d'oscillations et 't = 1ii d.anS 1e cas

de rotations.

Rappelons ~e pour l"quation (6~))t d'apr's <3~58)t

l'integrale d'action est

(6.7)

et que,

,zJ

W((J,Jj ,.e. III dJ(a,) =-_ 'i", ( '1', 0,) lj/,
"J~ D

conformement aux formulas ().59) at ().61) ~e la troisi-

ame Ietron,
I

J (a) = D(a).
Q.

(6 .8)

Changeons de variables dans (6.2) A l'aide des formulas

6' :: 't (41, ol,

do :: w(o-)'l' (~Q,)
de II' I
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Apres quelques transformations il resulte les equations

sous forme standard en nouvelles variables a et Y'
do, .: - e . (e If, ) I )de ~ Dca) F "a '1..., (f,a J

(6.10)

;;" w{cr,) + D~a)F(e)o/,a)~~(lP,a),
ou F(8) If. a,) est un coefficient de e dans Ie deuxi eme

membre de l'equation (6.2) et ou nous negligeons les termes d'or-

dre D(e") .
Les deuxieme membres du systeme {6.10) sont periodiques

de phiode j Ji, par rapport II lfl et e

(6.11 )

~ sont des entiers positifs

tY::: cv(Q,)(e+ eo) • Donc , en pre-

etp

centrage du systeme (6.10) par rapport

, ou

de
dlf'- :: CV{Q,).
de

a.. = co.w..t.

Comme il est aise de voir, dans le cas "non-resonnant"
I

mene au systeme

da .. 0
J

e

( w(Ct) t- .f
tt

relativement simples) le

d'ou il resulte

miere approximation, le moment troublant, provenant de l'ellipti­

cite ~e l'orbite, ne change pas l'amplitude a et la frc quen-

c e W{a.)

che de

Au
P
q

cas resonnant, admettons que

p
W(Ch):: - + OCe)q, )

w(a) est bien pr o-

(6 .12 )
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et introduisons une nouvelle variable

de phase . par La formule

, qui est l ' ecart

(6.13)

Designons par ~o 1a valeur de Q,. dans le cas de

r es onance exacte, il vient

(6.14)

(6.15)

En tenant compte de petites quantites de premier ordre,

on peut nettre 1e syst~me centr~ (6.10) sous forme

~~, - ~JiP~(",JF (~'I'- ~ 'Y. a.)1~ ('Kilo. )d~
o

ell) q, It. I. eq, .I\4
P (9- if. ) I

c1 ee, p cJ lQ,o)la-ao)+iJLP~DrQ,o) FI.Pr- )lP,ao 'tQ.(cr,ao)dr.
o

8i maintenan~ on exprime explicitement, a l'aide des

fonctions elliptiques, toutes les fonctions intervenant dans le

deuxi~me membre du syst~me (6.15), on peut trouver les regimes

stationnaires des oscillations et des rotations du satellite et

examiner leur stabilit~. Nous ne ferons pas ici d'analyse detai­

llee de ces solutions et de conclusions qui en resultent, en ad­

ressant les interesses a la litterature speciale.

2) Reprenons le deuxi~me cas, a...::< 1. ( le satellite diff~-

re peu d'un corps a symetrie dynamique). Il est commode d'intro-

duire, dans

le

, selon la formu-

(6.16)
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comme une 'nouvelle variable Lndependantie , et l'angle :l entre

l'axe d'inertie principal et Ie rayon vecteur dU p~rigee,

X=e+J:::tJ+ O. (6.17)
~

comme une nouvelle variable dependante.

Apr~s quel ques transformations l' equation du mouvement

peut etre ecrite so us forme

1 J

dx T 'baa. (1.+ eCOl> B) ~~(~-B)-o
d'l:" ~ (1. - e.&f )

ou est det erminee par la formule (6.16).

L'equation (6.18) formae, il est evident que s i a » 0

I e satellite est anime d ' un mouvement de rotation uniforme autour

de son centre d'inerti e: • Si a., es t petit,

Le mouvement est approche d'une rotation um.rorne.

Prenons , au lieu de l'equation (6.18), ur. &yst~me

La solution de ce syst~me est recherchee sous forme

s: ::: Q't + If; ~ :Q + a!, (6.20)

au Q est une constant. et c.p et % sont de nouvelles fo-

nc tions a determiner, pour lesquelles on obtient un syst~me d'e­

quati ons so us fo rme standard

~ 6 . 21 )



• 283 -

Y. A. Mitropolsky

01.\ a. ~st un petit paraml!tre.

Si ~ Q n'est pas entier, apr~s le centrage des deux-

i~~es membres de (6.21) on obtienu

cJCf ~ a~
cI'r J

dl :: 0
d't' .

On tire de ces equations %::~ tP:: C'l: + Co I

donc , comme dans le cas d' abs ence de perturbations. ( Q. :: 0) ,

; en d' autres termes, le moment gravitation-

nel perturbatif n'influe pas sur la rotation uniforme duosatelli-

te (mais ce n'est qu'en premi~re approximation!).

Soit ~Q:: m , 011 m est un entier. (Si m:: ~ ,

on est en pr~sence de la r~sonance principale: la periode de ro-

tation du satellite est proche de la p~riode de sa revolution sur

l'orbite). Centrons le syst~me (6.21), il vient

(6.23)

(6.24)

ou on a pose
z 3

1. I(1 + ecos e)
~ (e)= -=- ~ 3 ~(m't -2 e)d~.

JJL (1- e )
-it

Rempla~ons le syst~me (6.23) par une seule aquation, il vient

un e equation centree de deuxieme ordre
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qui coincide avec l' equation de pendule.

Portons dans la premi~re des formules (6.20) les valeurs

Q'O~ et L/ tiree de l'~quation (6.25). II est

al or s evident que X. repres ent e une rotation ~ vitesse angu-

l aire G
tions lentes.

superposee par des rotations ou par des oscilla-

Les

lpII n.1i
:>.

uniforme

signe de

positions d'~quilibre de l'equation (6.25)

( n." 0 J :t f J ! ~ J ••• ) correspondent ~ une rotation

~ vitesse angulaire constante. Sa stabilite d~pend d'un

CPm.(e) •

3) Etudions Le cas de rotation rapide du satellite dans Le plan

orbital: la periode de la rotation est beacoup plus petite que

celIe de la r~volution du satellite sur l'orbite. Dans ce cas

l'~quation (6.18) peut ~tre ecrite sous forme

(6.26)

011 la fonction ~ ( X, r) est periodique de periode tjj par

rapport ~ ~ ,et sa valeur moyenne est nulle pour toutes

les 'r

Conformement au procede expose dans la cinquieme le90n,

pour Q >'> i on trouve La rep~sentation asymptotique de la

solution gllnerale I qui est de la forme

.:t ..Q(It'+'l'.}t "'Q,a.{i+eco~9tI~1 [~(1'+'r.)- 8]-sU11el~O(b)· (6.27)
8Qlj-e&) t J

La. solution asymp1Jotique (6.27) est composSe d'une ro-
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tation rapide a frequenc0 angu.Lai.r-e Q ,superposee par un o

oscillation rapide Ii frequence ~ Q et "par des oscillations Lerrt cs

a frequence .2 e , dont l'amplitude et phase varient lontcment.

Hemarquons qu ' a l' aide de La methode de cenur-age , part~­

cUlierement, a l'aide des idees developpees aWl~ co puragrapne,

on peut resoudre avec succes de nombreux probl~mes importants

de 1a dynamique des appareils orbitaux spatiaux. Avec cela dans

certains travaux la separation des mouvements est utilisee pour

construire des C;llgor~thmes efficaces a ca1cu1er; ici nous ne nous

attarderons pas sur ce sujet.

Ces uerru er-es annees , en atrtnr-anu La methode de centra­

ge, ont ete etudies d.e nombreux problemes Lnter-eaaantis , c e sont:

1e probleme des perturbations des orbites kep.Leriennes; 1e pro­

bleme du mouvement d'un appareil s~atial soumis a une petite fo-

rce de traction ( l~ probleme de.La traction transversale);

l'etude dumouvement d'un satellite sur ses dernicres spires et,

en particulier, sur son dernier tour; un grana nombre de proble­

mes interessants de resonance qui proviennent de l'examination

des systiemes a. deux pnascs coucnanties (par exemple, \lc .1. ' etude

des perturbations par la Lune des orbites de satellites eloignees

de la Terre), etc.
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SEPTImE ~ON

CENTRAGE D~ SYSTEME:l D'~UATIONS INTmRo-DIFFE­

RENTIELLES ET INTIDRALES.

1. 0 b s e r vat ion s pre 1 i mi n air e s •

En reso1vant de nombreux prob1~mes on est amenf souvent ! La co­

nsideration des equations integrales et integro-differentie11es

du petit param~tre.

A ces syst~meson peut ~pp1iquer de divers esp~ces du

centrage se10n 1es variables par ~apport auxque11es on prend 1a

valeur moyenne. Aussi, comme on 1e verra dans la suite, a un se­

u1 syst~me d' equations integro-differentie1les onpeut faire cor­

r ospondre en general, plusieurs syst~mes differents des equations

contrees.

Pour cessyst~mes en partant des resultats fondamentaux

de la methode de centrage habituelle, le schema de centrage des

e~u~tions integrales et entegro-differentielles a ete elabore,

et des thcoremes (l' evaluation, valables dans un intervalle fini

de temps, ont ete demont r es . Dans nombre de cas cela donne la

p03si bi l i t e de simplifier un probl~me considere.

Ci-dessous nous allons parler de quelques conditions

prHiminaires et du schema de centrage.

2. E qua t ion sin t e g r 0 - d iff ere n

tie lie s sou S for m est and a rd. Examinons

une equation_ inteGro-differentielle non-lineaire sous forme

standard d!:e t
d1 = Ef (t,~) J<.P(t~) x( ~))d5),

o

(7.1 )
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ou. E > 0 est un petit parametre, X est un vecteur a. : '_ :1:'._

mensi ons , ~ ( t,x, ~ ) et Lf( t,s. X) sont des f'oncb 'ions y ·cc­

t eurs, r espectiv ement, a n, et a lin dimensions, de fini ca e'~

cont i nu es pour taus 1 es t et bous 1es :S de 1'int ervalle

[0,00) et pour tous 1es XE Err., ~€ Em. od En. et Em.
sont les espaces euc1idiens a YL et i m dinensions.

Mettons en correspondence ~ l'~quations (7.1) ~c e~ua-

tion centree obtenue de telle mani~re. Soit
t

fIf(t,.s,x)d!J = ~(t,X), ( 7 . 2 )

o
ou l'integrale est calculee par rapport ! La variable ~ qui

intervient explicitement tandis que t et X sont consider~s

comme param~tres. liors on obtient
t

f (tX. f4' (t,~.X) d~ )~ ! (t,,x, If(i•.x.») = F(tre) .
centrod's la fonction F(t)~) par rapport a la varia-

ble t , on aura

(7.4)

T T t

tm i JF(tx)di: tim 1'1 jJ (t.x,fLf(i,J.J,~)dJ.J)dt;, f(x). (7.3)
T-lJO'l' T~oo J 0

o 0 0

Soit un syst~me des equations diff'erentielles

d~ = el. (~)
di 0

avec ~o (C) deflnie par l'expression (7.3). Nous l'appellerons

1e syst~me centre correspondent au systi~me lntegro-differentlel

(7.1 ).

Comme on volt, le proelide du eentrage d'un systmne in­

tegro-diff6rentilelle mane ! una equation centr6e qui est stricte-
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ment di:ff'tlrentielle ( et, de plus,dont le deuxfeme membre ne de­

pend pas eXplicitement du temps). Son examination est beaucoup

plus facile que l'etude du syst~me integro-differentiel de depart.

Pourtant on peut rencontrer d' autres cas.

le syst~me ce-

Soit

liors on peut

ntrtl

le syst~me (7.1) admettant les limites,.
f.~+ ~ #(t/~J~)dt == 10 (~J~)

•
., (t)

~rn ~ (If(t&,x)di ~ ~ (~)~).
r+oo I 1

o
faire correspondre au syst~me (7.1)

t

;: =et(~,!<f:'l(~,~(~))d~),
o

(7.8)

qui, en general, est plus simple que le syst~me (7.1) meds qui

est aussi inttlgro-difftlrentiel.

Supposons que le systeme (7.1) admette les limites
. 'I'

$:.~~f !(tJ!X:,~)di : ~ (~.~) I

o!

t;rr\ : ( If(t.,~I!X:)d~= ,",:~)(tJ~).
4 .. 00 -J J

o
!lars on peut attacher au syst~me (7.1) le syst~me centrtl

t
d J Ul )d: :E~ (~J ~ {i,~ {;~»)d~

o
qui est aussi lntegro-difftlrentiel.

Dans tous ces trois cas on peut d~montrer un th~or~me

fondamental evaluant La difftlrence entre lasolution du syst~me

exacte (7.1) et la solution d'u!' des syst~mes centres (7.4), (7.6)

ou (7.8).

Enon96ns le thtlor~me sur la proximite des solutions des



il existe la limite (7.3), telle que

on peut indiquer lez constantes

les t ~ 0, ~ ~ 0 tous les

- 289 -

Y. A. Mitropolsky

~quations exactes (7.1) aux solutions des ~quations centr~es

The 0 r ~ m e (Filatov). Soient les fonctions J'{t~I~)

et tf(t,~,X) satisfaisant aux conditions suivantes:

1) pour un domaine 0
JU , .f{ , .il, f' telles que tious

, 1/ 0points .% t X , X appartenant ! ce domaine , et tous les
I 1/ E

~ , ~ , ~ de nt verifient les inegalites

I/(t,X,~) '~fJl,

IHi,x:y')-I(t,x':~")16 JlIX'-X
II
/ +J" J~'- ~/'1,

t

/tf(f,!>,X)/6j(tfa(t), :Jlf'(~)d-6~O, t~O CfI(tJ~tc.po(i)
, 0

2) umrornenenb par rapport aux ~ appartenant au

domaine 0

I~{x')- f)!1)"J!= 6 J:.c'-x'II, 0= oowt, (7.10)

Alors, ! tout 7~ 0 aussi petit . que l' on veut et ! tout

L :>- 0 aussi grand que 1 'on veut on peut attacher un. .xo :>- 0

t el que pour 0 -c E -c €.O dans 0 -c i ~ a lieu 1 'inegalite

est une sol ut i on d~ l'~quation (7.4) qui est def i ni eou ~ (+)
dans l' intervalle

(7~11)

o~ i 4. 00 et qui apparti ent au domaine 0
av ec son f -voisinage;

.J. coincide av ec ~ (i)
oX (i) est une solution de l' equation

i = 0

La demonstration de c e t heoreme es t analoGUe a celIe du

pr emier theor~me fondamental de La methode de centrage. Indiquons
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quo l'on peut demontrer Ie theoreme cite a d~s conditions disti-

nctes desl'inegalite (7.9).

3. Cas ~ art i c uI i e rd u s y s t e m e (7 . 1) .

Examinons l' equations integro-difftrentiell e

~% = eX (t.,X) +eJ£(i,-!/~(~J)d.&r ( 7 . 12 )
o

btl S > 0 est un petit parametre, ~ est un vecteur a n - di-

mensions, X(t,~), 1(:t,-6/:C(~)) sont des fo::::.ctions vect eurs r e­

e.LLes , continues et definies POUl.' tous l es i , ~ € [q 00) et

pour t ous les ~ € E""
SUpposons que' l es fonctions vecteurs inte~"enant dans I e

deuxi~me membre du syst~m~ (7.12) admettent les limites

f..n:o ~{X (t!l)dt =Xo(~),
°6

~~~{11 (t,~/~)d~: Zo It,~) .
Etant donne Le syst~me (7.12 ), Le systeme i nt egr o- dif f eront ield ~

d~ :eX~(l;)+ eflo(t,~{-!))d~. ( 7 . 14 )

o
Pffilt etre considere comme un systeme centre correspon~ant.

SUpposons ensui t e que la fonction vecteur l {t'~J!»ait

une valeur moyenne non par rapport a -6, comme dans la condition

(7 ~13), mais par rapport a t ,c.cl.d., supposons que la condition
'7'

.&m. rlfZ('t,~,~)dt =f':1 (~/~) ,
r~oo /vOl.

o
soit rempli e.

Alors au l i eu de l' equation centree (7 . 14 ) on obti ent

une equation centree i ntegr o-di ff erentiel le
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t;t 'aX, (~) +ef1,,(W), 6)d8,
o

(7.16)

(7.18)

(7.21 )

(7.22)

A l'aide dusimple changement des variables (7.18) cette derni~re

~quation est ramenee au syst~me des equations sous forme standard

d~
dt=;U~JI

d~t _ {C'! [t) '()XJ~) e }Cit -! ~O~ ~ I +f 1; ~ l'
-Y,t

OU f = B .
Supposomque le sysUme ('1.12) adme:tte La limite

'T' t

trr:c ~i[X (tJ~) +ft (i.~)~)d-61di =Fo (:JJ) (7.20)

o 0

dans chaque point du domaine 0 •..uors on .peut :faire cOXT!!!spndre

! ( oe ' S1Bt~me C? :12') le systllme centr~ des flquations ordineires

diffflrentielles autonomes

5R=BF(~).di 0

Four illustrer ce dernier procede citons un exem.ple bien

simple. Elcaminons une flquations 't

~~,.. e-~ ei e-
t

( i+ X) ... ei e\~(~)d~)
o

x(o) =J.
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Puisque pour l'equation (7~22) 11 anste 121. limite (7.20), ega1e

! E .' l' equation cen~~e prend 121. forme

dt =t,

~{OJ ,d,
En integrant l'equation (7~23) on trouve 121. solution

~ {tJ • d... ei, (7.24)

qui co'incide avec ' le solution exacte de l' equation initia1e ,

oX (t) = 1. + 8 t,
4. L e s ~ qua t ion sin t e g r 0 - d iff e­

r e n tie 1 1 e s a u x v a ria b 1 e s rap ide set

1 e n t e s • Etudions le syst~mes des equations integro-differe-

od € est un petit param~tre poBitif , ~ et :I sont respective­

ment des vecteurs a rr.. et a m dimensions, J , /. , l/., If sont
T~ .to 1. a,

des fonctions vecteurs reelles, continues et definies pour tous

les t I ~ € [ 0, 00 ) et pour tous les ~ E E'" I ~ € E"'
et; u€ Ee . 'l!E. E,...

Pour etudier 1e syathe (7.25) on peut appl1quer avec 8U-

cc~s une forme de 121. methode de centrage d6veloppee dans le trava­

il 28.

Si e· 0 , le syst~e (7.25) degen~re, done on a

Zc ~7 t

~. =t (t. ~'~l f tJ~ (t, ~1~.~16J)d~).
o

(7.26)
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SUpposons que la solution du syst&1e (7.26) soit connue

et prenne la forme
x ,.. CMJJ,

~ • If(t,£e,eJ/

CP(O/~,cJ :> e ,

ou CE f 11- est une constante arbitraire. Alors, d'apr~s la me-

(7.30)

thode expos~e dans les le~ons pr6cedentes, examinons le long du

trajectoire (7.27) la fonction
t

~(t,2) tf{t),X, ~J.jCP(tJS,~, tf(-5,~) C))d~ ). (7.28)

o
Pour effectuer le centrage de cette fonction le long du

trajectoire (7.27), tout comme dans le cas precedent, on ales

ttQis possibilites. Nous n'allons parler ici que d'une d'elles.

SUpposons l'ex1stence des limites

~~ fr~ (t)~JljI{t,~) eJ) u)dt = ~ {~)ut
o.,.

&m iJt1 (i):s,~)<P(-!»~ ,C)\di = 4'0 (~) z).
T~co T ! ~

o
On peut attacher au syst~me (7.25) une equation centree

;~ , ef.(~ ,fIf,(6,W)Jd~)
o

Pour les deux autres cas on peut faira correspondre aa

syst~me (7.25), de plus. deux nouvelles formes d' 6quations centre-

es et demontrer les theor~mes sur l'evaluation de diff6rence des
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solutions qui sont les extensions du theor~me correspondant de

V.M. Volossov. Toutefois je ne vais pas parler de ce probleme

en adressant les interesses a la litterature speciale.

5. E qua t ion sin t e g r 0 - d iff ere n -

tie lIe s d u t Y P e F red hoI m • Passons au prob-

Ierne de l'extension de la methode de centrage pour les equations

integro-differentielles du type Fredholm.

Etudionsl'equation

d ~

d~:: Et(i,x,jlf(t,&,.:c[!»)d!» (7 • .31)

o
ou X est un vecteur a Yl, dimensions, !(t):.c,~) et LP(t,!>,X)
sont des fonctions vecteurs reelles, respectivement, a n. et a­

m dimensions, pour tous lest ~ 0, -& ~ 0) ~€ EI\. , ye Em '

L'equation (7. 31) admet aussi l es trois fOr8 es du ccnt-

rage. Nous n'allons exposer qu'une seule. SUpposons l'existence

(7 •.32)

(7 • .3.3)

(7. 34)

'T'

/trr:o ~ f!-(t,xJy)dt .. 10 (~,y),
o

'I'

~m ~f I.f{t,~,~)dt :: tfo (-6,::e).
If-co 0

(7 • .31) on peut attacher Ie systeme centre.

d~ (1 )
dt=-.e~ ~,fLfo(~I~{~)ch)

o

Tout comme pour les equations du type Volterra, cons ide-

des limites

Au systeme

rees plus haut, pour Ie systeme des equations integro-differenti­

elles (7 • .31), on peut demontre aisement des theoremes, etendant

Le premier theoreme fondarn ental de N. N. Bogolioubov, vu l es concb .-
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tiorls imposees aux fonctions dans le deuxi~me membre de l'equati-

on (7.31).

6. E x e m p 1 e : les oscillations du pendule a une ca-

vite remplie de liquide visqueux. A titre d' exemple oonef.dbrona

l es oscillations du pendule compose, dont l'axe d'attache effec-

tue dans la direction verticale des oscillations harmoniques de

:;;>etite amplitude d: et de fr~quence W • Supp6sons que le pen­

dule contienne une cavite s;ymmetrique par rapport a son axe et

remplie de liquide .vis qu eux . Les oscillat1.ons de ce pendule sont

decr i t es par une equations integro-differentielle
t

dJ.e ) rf(le(t-1')~ -1.(1 _~ .l)e _0
dt2. +n: 'YV L.,r:;;;;;- + to 1 0 CQ6CV""[; - I

o di ,1L't .

OU .on a pose

ft.= JJ{Q, JJl~f!+JJll
i+JJl~~) J+Jj{tl.)

},.

f r1 wI.
JUQ=JJi! t~~)df» 0=0-)

n, A (J
et OU J1\, est une masse de liqt1ide) JJ(,1 est une masse du pe-

ndule sans liquide, j est un noment d'inertie du pendule sans

Iiquide , f ate ~ sont les distances de I' axe d' attache aux

centres de masse respectivement du liquide et du corps sans liqu-

ide; 3 est l'acceleration de la pesanteur, fest une denaf.-

te de liquide, ~i et )BI. sont l es coordonnees des poles de

'cavit e , oJ est un coefficient de viscosite.

En ef f ect uant Ie changement des

6 =1 N ..
¥W'

variables

1Wk= -)
'W
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mettons ~~e~uation (7.35) sous la forme

d2.9+ ie-! d2,e{~-'t). eft t ,/t(1. -8Ga&J,~)9 .. 0 (~.
·d( d~1. fit

o

Q.uand oJ:O , c-l!-d., dans Le cas de 'l a li~uideideale on a e • 0

et; l' on obti ent l' e~uation de Mathieu pour LaqueLl.e , comme on sa­

it, sous certains relations entre les param~tres ka. eta

La posi:tion d'e~uilibre d'en bas du pendule peut devenir instable.

Le -pLan des param~tres kA. at 0' presente les zones d'instabi­

lite. La presence de viscosite aboutit Ala deformation et au de­

placement de ces zones. Boit la premi~re zone correspondant a la

resonence fondamentale parametrique, aituee dans Le voisinage

de la valeur du parametrr-e k l, = i . Pour etudier Le comporte­

ment du syst~me au voisinage de cette zone effectuons Le change-

ment k~= i + Y ou test une petite ~uantite.

Alors, aux petites ~uantites du deuxi~me ordre ,pr~s, on obtient

1 'e~uation

d"e r" d"Br,-tt) ck .de" -f-~e . d;:Io '~+ (i + l - t~" ~) = 0) (7.38)
o

ou le& valeurs e, t et S sont petites. En transposant les pe-

tites termes dans Le deuxi~me membre on peut mettre 1.' equation

(7.38) sous la forme ~

d"e +e)cS'ooa1~_()B_"erda.e(~-'t) .:!:: (7.39)
de" r ] d~~ m«

o
Pour mettre l' equation (7.39) sous forme stenaara.introuUJ.sons

de nouvelles variables Q, et ~ ali aide des fomules

(7.40)
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Alors, aux petites quantites du premier ordre par ~apport aux

petits l'aram~tres e, d. t .:?r~s, on obtient le syst~me d'~quati-

(7.41)

ons en nouvelles variables a et g
~~=-(0CC61~!-[d')0-W6~ + ~~~)~~] -dtt

-~E~~ Ct~(~-1') ... ~.wz.(~-1') In?: •
d' ( . 0

~= cfC01e-Yr){a~;+~iUl;)~t+ d't:

+~e~~ [CLCOb(;-t) + ~~(~:-1')J Yn'l: .
o

Centrons les deuxi~mes membres· du syst~me (7.41) par ra-

pport A ~ , il resulte 1e syst~me d'equations de la premi~re

qui deterTIine les bornea du

(7.43)
= 0)

approximation

dQ.=_!.a+fl(L_e)+ §J~
di J. Lll ~ If )

~f·-r{~ -i)-~]-: i
L'~quation caract~ristique de ce syst~me est

~(f -;)-f
<0 + §:

~

5+i)

a-~)- t·
d'ou il vient /Ol ~

-e:t.'Y~ -(t-S)
6 = ----'---'-

~,L ~

et, ;ar consequent, on a Ie rapport

douaine d' instabilitee

O~ (~- s)"
('-ft - 7 = ~

Dans Le plan des par-ametir-es .~ ,

(7.44)

o cette equation n'eet autre
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CnOE e que l' equation de l' hyperbole aux asymptotes rS =~ I¥-e I.

C'est elle qui de\ermine 1e caract~re et la valeur du deplacement

de la borne du domaine d'instabilite vu la viscosi"te du liquide.

7. C e n t rag ed an B 1 e s s y s t i 'm e s

d' ~ qua t i'o n sin t e g r ale s non - 1 i n e a i ­

res ~ Exposons queiClues considerations sur le centrage dans

les systemes d'equations integra1es.

Soit un systeme d'~quations int6grales non lineaires
i

~(i)= ej(f) + e.Jr(t.-!»~(&))d& (7.4·5)

o
au ... e. eet '..lD.r petit parametr c> positif , .:c est till vecteur a n
df.mens :'ons , /'( -/;Jet r (t, -6.~) sont des fonctions vectieur-i ri­

elles a n dimensions, definies ct continues pour tous les

t ~ 0) ~ ~ 0 et s: €. En'
Differentions 1e systeme (7.45) par rapport at, il vient

t

~~:e ~ T E r(t,tJX)TEf;ir(i/&/X(~))d~, (7A6 )

o

.x(O)=c~(O). (7.47 )

Evi".e1J1.In"nt. une solution de l' equation (7.46) s atisfH:!. -

sant a la condit ion inir.iale (7.47) verifie aus s i l' eO'.latio:c

(7.45). ~our abreger les calcu1es introduisons l es nota si o:::.s

F(t/~):: ~it) + r(t)(X),

ep(t/!>.X):: ro°1; r(t-6)X).
L'eqnation (7.46) prend la forme

d~ ~
cJi ., EF(t/x)+ E[ep(t)~Jx(~))d6)

~ (O) = e#(0).
On pout app1i ~upr a l'equation (7.49) des fo~=es divers es ~u c~-
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ntrrage ,

Alors,

Par exemple, soient les limites
i 'I'

.(..;m -rf F(iJ~)dt:: Po (~),7'.00
o (7.50)

Urn T~f~(i'!>J.x)di ::4?{~,~) .
7'.00 0

o
a l'equation (7.41) on peut faire correspondre l'equati-

on integro-differentielle ce~tree

Jt:: e~(;)+efcr;{o$J~(!'»)d~)
o (7.51 )

qui

~(o) = B/rO),
se reduital' equation 'dif f er en t i elle

d2.~ =Q '0 Fo (!) .Et + e.~ (i ~).
dia. c- ]~ di 0'

Ho)=eilo), ~i /..,=d. (efIO))
Pour les equations du type (7.45) on peut

(7.52)

aussi demon-

trer des theor~mes divers etendant les theor~mes de N.N.Bogolou-

boy. Par exemple, pour l'equation integrale (7.45) a la conditi­

on initiale (7.47). 011 j(i)=: 0, a lieu le theor~me.
I

The 0 r ~ III e. Soit l' equation (7.'45). ou La fonction

r(t-5,~) est telle que les fonctions r(i,t,::e) = Fet,x)
et f()~}~,~) :: eto(t, ~)~) satisfont les conditions suivantes:

1) pour un domaine borne 0 on peut indiquer les cons­

tantes JU. f{, A • .fi et une fonction positive iP (tJ~) te:­

lies que rour tous les t ~ 0, ~ ~ 0 et rour tous les points
I II 0

~) :t I X E sont verif'iece les inegahtes

IF(i,x)I~Jlt, I F(i,:l)- F(t,:t'I)I~A Ixl-x
/\

lep(i,~,.i)-CP( t. ~ I X") I~ ~ ( .(.~) j~/- ~/'l)
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t ' t

(~(t 6)d~:. ~ (i) lj~ (I;)di - 0', i -.. 00 I Jo (i)~ .r(.
J' • '-to ' )
o

2) une solution df' (7.45) est bornee;

3) la limite te. ~r[F(t.,x)+jcp(t,&)c)d&Jdi=~ (:XJ)T~ (~).
o 0

existe dans chaque point :l € 0
Si ~ (t) est une solution de l'equation centre~

d~ -eli = E [Fo (~) +~ 0;) ])

dcfinie dansl'intervalle 0<. t c 00 et appartenant au domaine

avec son f -voisinage, alors pour ?:> 0 aussi petit" que I' on

et p~:>ur L '> 0 aussi grande que l'on vc~t, on peut indiquer

So > 0 telle que pour 0 <. E c € 0 -dans l'inthvalle o~t£.b..s
a Iieu l' inegaliiie

I~(t) - ~(i) I 4: ~

ou :clt) est une solution de l'equation integrale (7.45).

,Pour terminer, indiquons que la methode de centrage peutr .

etre aisement ~tendue aux equations integrales du type ,Fredholm.



- 301 -

Y. A. Mitropolsky

HUITIEME LE<;:ON

APPLICATION DE LA. METHODE DE CEN'.I!RA.GE .A. L'ETUDE

DE LA STABILITE D'UN KOUVliJ4ENT. P:msPEJTlVES DU

DEVEWPPllKENT tJIIl!:EmEUR.

Dans cette le90n nous allons parler succinctement de

certains probl~m~s relatifs A\la stabilit~ du mouvement, qui pe­

uvent ~tre resolus A l' aide de la methode de centrage.

L'~~de de la stabilit~ desr~gimes stationnaires joue,

comme on sait, un ~le essentiel dans la thtlorie des oscillati­

ons des syst~mes · non-linflaires. Un cas important s 's rattachant

est celui d 'un syst&ne influenc~ par des perturbations perraanen­

tes.

Jih prflsence d'un regime stationnaire on proc~de d'habi-

tude par former les ~quations aux variations et par analyser les

racines d'une tlquation caracteristique correspondante. VU les

signes de leurs parties reelles, on tire une conclusion si le

r~gime considere est stable ou non. Bien entendu, cette conclu­

sion n' est valable que dans un intervalle fini de temps, puis­

.qu ' on ne consid~re pas les equations exactes, mef,s centrees,

dont les solutions en general ne sont proches de celles des equ­

ations exactes que dans l'intervalle fini de temps, dtordre ie
Mais dans de nombreux cas d t equations non-Ltneatr-es ad?

mettantun petit param~tre et decrivant des processus oscillatoi­

res, la ~uestion de la ~tabilite peut ~tre r~solue compl~tement
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moyennant ol ' et ude aes equations Cf ;ltreeS. 11 est a souligner

que dans cas l' etude de la stabilite, tr~s embarrassante

pour les equations exactes, est b8aucoup plus facile pour les

equations centrees, puisque dans ce dernier cas on etudie la

stabilite d'unpoint singulier.

Les conditions de l'existence et de l'unicite des solu-

tions d tune equation sous forme standard

(8.1 )

sont evoquees par le theor~me fondamental de la methode de cen­

trage.

Etant donnbs un syst~me d' equations sous forme standard

(8.1) et les equationscentrees correspondantes

(8.2)

(8.))
'l'

Xo (e)=.t~+fX(t.o;)dt
o

umrormemenb par rapport at, citons les e!nonces des theor~-

ou

mes fondamentaux revelant la stabilitedes solutions du syst~me

exact (8. 01) a partir des proprietcs des solutions de (8.2).

The 0 r ~ me. Soient les equations (8.1) aux propri­

etes suivantes:

a) l' equation de la pr-emi.er-e approximation (1' equatiun

c~ntree) (8.2) admet une solution quasi-stationnaire ~ = ~ 0 J

b) les parties reelles de toutesoles n.. r-acar.es de

l'equation caracteristiquc

(8.4)
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s ont dis t i nct es de zer o ;

c ) la f onct i on X(t,X) est quasi-periodique p3.I'

r apport a t uniformement par rapport aux oX et poasede tou­

t es les pr opr ietes exigees pour l'existence d'une solution du

syst~me (8.1).

Alors on peut indiquer les constantes positives 00 \ eo
t elles que pour tout € positif, € -c eo , les equations (8.1)

*admetrt enf une solution quasi-periodique X (i) ,et une

seule, pour laquelle

ClC)~t<:.+ 00).

Si toutes les parties r6~llea des racines de I' equation

caracteristique (8.4) sont negatives, toute s~lution ~(i)

du syst~me (8.1) s'approche de suivant la 101

-t!(t-t. )

IXli) - ~~(t) I~ Ce
K sont des constantes positives), done, la solution

est asymptotiquement stable.

Sila partie r6elle d'une racine, fdt-il une seule,

x" (t)

(011 C et

X*(t)

est positive, la solution est instable.

Supposons maintenant que Ie syst~me centrtl (8.2) admet-

te une solution :oeriodique

(8.6)

Alors on peut 6noncer Ie theor~me suivant.

T,h e 0 r~ me. Soient les equations sous forme stan­

dard (8~1) qui satisfont les conditions suivantes:

-a) les ~quations de la prem1l!re approximation (les ~qu­

atioIlB centreea) (8.2) a~ettent une solution' periodique (8.6);'
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b ) et~lt donnee s l es equations aux variations

cor responlantes a la solution ?cr i odique (8.6), lea parties ree-

::'les c:.es [n: - ~) exposantis earo.eter{~·l;i<!.ues sorrc distinetes

18 zero ( dan3 I e cas coasiiere tUl des exposants caro.cteristiques

cst pour sur ~~l )o

:M outme , dans un vo-ls i nage d'une orbite de la solution

per i odi que (6. 6) l en f onet i ons x(t, oX) doivent satisfaire

t out es les conditions exigees pour l'existence d'une solution

quas i -per i odique dependant de 1 'unique constante (phase).

Alors on peut indiquer les constantes positives eo) 00

tel l es que pour tout e e < E. o ' l'~quation (8.1) admet

une solution quasi-periodique

(S.8)

(8.9)

et une seule, qui depend d'une constante arbitraire (phase) •
•

8i toutes les parties reelles des exposants caract6ris-

tiques du syst~me d' equations aux variations sont negatives,

t out e solution ~ (f) du syst~me (S.1) sortant du voisinage su­

ffisamment petit de l'orbite de (8.8Y, s'approchera, Ie temps

croissant, de la solution (8.8) d'apr~s la loi

-E1(i-i.)
IX(t)~ l(t}9H))I~Cte

Done, la solution (S.S) poss~de la stabilite asymptotique orbita-

Ie et attire vers elle-m~me toutes les solutions.du syst~me (8.1)

qui passent ! proximite.
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Si la partie reelle ~'~ exposant caract~ristique de

l'~quation (8.7) est positive, l'orb1t~ de (8.~) est instable.

S'il y a des exposants caracteristiques 'nul a (plus qu'

un seul) ou bien leurs parties r~elles nulles, on 'est en presence

d'nn cas critique. Pour etudier ce cas, au lieu du syst~me centre

de .la premi~re approximation (syst~me 8.2) on a ! consiQerer un

syst~~e centr~ d'une approximation plus ~lev~e.

Les theor~mes cites ne sont que l'un des exemples de ce,

cQn~ent la m~thode de centrage peut ~tre appliqu~e i la resoluti-

on de nombreux prob1~mcs se rapportant a l'etude de la stabilite

des syst~nes oscillatoires.

Pour les dive~qps classes d'equations differentielles

~u petit param~tre on ~eut obtenir des rcsultats importants con­

cernant 10. question de 10. stabi1it;~ d.es solutions et lies avec

le rapport entre 10. stabi1it~ des s ol ut i ons des 6quations exactes

et de celles centr~est en cxaru.narrt Leur-s multiplicites inte;;ra­

Les ,

Comrie on sait I clans 10. plu})art des cas les solutions,

prises se:!?o.rces I sont -t;r~s sensibles aux ];letits changements des

d.euxiemes membres d I ~quations. Dans 10. theorie des rmltiplicites

intf~ro.les nous n'avons pas affaire D.lcr solutions separces, mai s

essentie1lement aux multiplicith., integrales (pas <lUX courbcs I

mais aux hypersurfaces). 11 s'avere que 1a ~ultiplicite inteGrale

est une formation plus stable, que les solutions separees, par

rapport aux petites perturbations des deuxi~mes membres d I equa-

tions. Or, en examinant les proprietes des mu1tiplicitcs d'un

syst~ne exact des eQuations diiECrcntiel10s au petit para~~tre
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et celles a1un sys t eme centre correspondant, on peut simplifier

consid~rablement le probl~me de la stab~lit~ et m~me ~ans cer­

tains cas le resoudre compl~tement.

Des resultats int~ressants, concernants les syst~mes

carioniques aux hamiltaxl.ens analytiques, sont obtenus dans Q.es

travaux de A.N. Kolmogorov et de V.r. Arnolde.

Comme l.Z. Chtokalo lta mon;tr~, le proced~ de centrage

de N.N. Bogolioubov peut etre appliqu3 avec succ~s ! la reducti-

on d. 1 1e'luation allX ~"ltf'ficients constants d 'une tlquation diff~-

r entielle lineaire aux coefficients quasi-periodiques, avec l'u-

tilisation ulterieure d'un crit~re de Gourvitz pour d~duire des­

conditiOns de stapilite ou d1instabilite.

L' idee de centrage peut ~tre appliquee !l l ' examinat i on

de la stabilit~ sous un autre aspect, distinct de celui ci-dess­

us. Soit V une fonction de Liapounov et X*(i, X) une fonc­

tion vectorielle perturbatrice. Formons un produit scalaire de

*gr ad V par X (i,x) et prenons sa valeur moyenne le long

d2s courbes integrales d'un syst~me non-perturbe (8~10). Alors,

comme M. M. Khapaiev l'a montre, en supposant cette valeur moyen­

ne neGative, on obtierrb l~ p~ssibilite de demontrer des theor~­

mes etablissant la stabilite ou 11instabilite, pareils aux theo­

r~mes classiques de Liapoun~v. Enontpons un de ces theor~mes.

Sait un syst~me non-trouble d'~quations

SUpposons que les fonctions vectorielles x(i,X)

(8.10)

, interve-

nant dans l es deuxi ~mes membres, dans certain domaine
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IX~ 1= f) i ~ 0 (8.11 )

soient continues, qu'elles satisfassent a la condition de Lipsc­

hitz par rapport awe variables X avec une consr.<'nte A et

que X(t 0)= O.

En m~me temps que Ie syst~me (8.10), considerons un

syst~me awe perturbations permaneuces

(8.12)

o~ E est un petit p4ram~tre positif et o~ Ia fonction vecto­
:t

rielle perturbatrice X (iJ.r) definie dans Ie domaine (8.11),

satisfait awe conditions assurant l'existence d'une solution

continue.

Le syst~me (8.12) donn~, il estvalable Ie tih~or~me

suivant.

T h ~ 0 r ;~ me. Supposons que Le syst~me (8.12) sa-

tisfasse awe conditions suivantes:

a) il existe une fonctiion de Liapounov V(t,.2'1)"')~n.)de­
finie positive, qui admet une limite sup~rieure infinimenti petite

b) La derivee totale de V(tJ~~)" ',~n) prise en vertu

des ~quations non-tiroublee... (8.10), est non-positive dans Le do-

maine (8.11):

dV oV ~ oV X
d1 :- of- L.~ ~ (tJ.:cJJ· ")~n)~ OJ (8.13)"[; at '._ o».

~-. . ~ oV
c) dans Ie domaine (8.11) les derivees partielles ~

O~·,
F·:l'lti continues par rapport awe :;e. uniformement par rapport

~
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i·
) :f

d) dans Ie domaine (8.11) les perturbations X.(t'~J" "'~IJ),
sont continues par rapport aux :;C . , uniformement par rapport•
A t et bornees

e) uniformement par rapport a
erlste 'une valeur moyenne

(8.14)
-. /r'+'J'" oV *"

~ (%IO""'~f&I~ t;m - E. - X. (i'~i''' ·'~It.)dt,r",ooT i:1 O:;c. '
i '

011 1 'int~grale est prise-Ie long d 'une solution .xi. (t) du sys-

t~me non-perturbe (8.10), correspondent aux valeurs initiales

(8.15)'"lfo (~10J"" ~"'D) 4 - g < o.

X i.o • Cette valeur moyenne doit ~tre strictement inferieure

! zero,

en dehors d 'un voisinage, aussi petit Clue l' on veut, du point

stationnaire.

Alors pour tout ? > 0 on pourra J.ndiquer les v{7)
et eo(?) positifs, tels que toute solution d'un syst~me pe­

rturb~ (8.12),qui cor-respond aux valeurs initiales ~i.D ' v~­

rifiant les inegalites I~.o 1<. Y(? ) pour e <: eo (7)' satis­

fera aussi aux in~galites I~t (i) I < ~ . pour toutes les vale-

urs de t:> O.

Soit une soLutdon trivi"le du syst~me non-trouble (8.10:

ce theor~me donne un criterium de na stabilite sous l'action

des perturbations peroanentes, en ne supposant que la validite

des conditions du theoreme de Liapo~ov revelant la stabilite

(pas nec eas af.r-emenb asymptotique), c.i.d., dans le cas dit "ne-
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utre"

L'application de ce theor~me aux ~quations sous forme

standard donne les m~mes resultats que les thoor~mes ~nonces

plus haut. En effet, Ie premier th~or~me affirme que, Ie syst~me

centre (8.2) admettant la solution statique ~ = ~ ,et les pa­
o

rties reelles de toutes les racines de l'~quation caracteristi-

que (8.4) du sysMme aux variations etant negatives, toutes les

solutions du syst~me exact, proches de ~ 0 au moment initial

t = 0 ,resteront en proches pour

SUpposons, pour simplifier,

quation carac~eristique (8.4) soient

tous les t > O.

que Les racines .A. . de I' e-
. .

to~tes negatives et distin-

ctes entre elles, et que nous ayons fait subir au syst~me de d~­

part, tout comme au syst~me centre, un changement, afin que la

matrice du syst~me aux vpxiations (8.4) soit diagonale. Prenons

une fonction de Liapounov

.l. a. a
V = ( ~ _~) .. (l: -~ )+ ... +(~ -~). (8.16)

to t "". a. 1"0 /I.

Puiso.ue dans Ie cas considere toutes les X(tJ~) =. 0)

la condition b) du dernier theor~me est remplie.

Ensuite on a

d'ou il

~ 1\."
tf'o =~ ~ (~iO-.xJX'o(:tJ= 1~(;':o-~J.Jl,: < 0)

decoule la stabilite de ~ .:: ~'
~ . /of

(8.17)

(8.18)

De mant er-e analogue on pourrait obtenir les assertions

du second theor~me traitant le cas ou l e syst~mc centre admet
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~ne s olution periodi~ue.

En terminant mes le~ons , j e n'ai point mentionne de no-

nbr-eux resultat s , obt enus ces derni~res anne es et se rattachant

au developpement de la methode de c entr~e pour l es e~uations

diff~renti elles ~ l' heredite, pour l es e~uations singuli~res,

pour les equations der i v e es partielles, de m~me ~ue pour les

e~uations i nt ee;r o-dif f erent i e l l es , pour l es e~uations stochasti­

~ues , etc .. J'ai seulement dit succinct ement de certains resul­

tats , r ela':;i ve nerrt nouveaux, concernant la method·e de centrage.

De pl us , j e veux no t er, ~u ' avec t out e son i mmense portee, l a me­

t hode de 'c entrr ag e n' est point U"'. C I!lethode una que et absolument

univer s e l le , destinee ! etudi er l es probl~mes des oscillationS

no n-lin eair es . Elle doi t ~tre r egarde e comme une partie de La

theor ie gemer aie "des methoci'es asymptrotri ques , ! La creat ion des­

~uell es N.~. ~lov et N.N . Bogolioubov ont contribu e essentiel­

l ement. Mais , prise en sonetat .act uel , renforcee par la just i­

fication mabhematd que app r-of'ondf, e sous tous ses aspects, la met -

hode de centrage est tr~s efficace, elle donne la possibilite de

r es oudr e une tr~s large classe de probl~mes div er s de la mec ani-

que non-lineaire. En outre, on peut affirmer avec toute assurance,

qu e les possibilites de cette methode se trouveront dans l'avenir

pl us Hargies.

Or, en rapport avec cela, je v eux parler de certains as­

pects du developpement uiterieur de le methode de centrage du po­

int de vue theori~ue, tout comme du point de 'T il e de s es applica­

tions aux nouveaux probl~mes d' actualite de la pbysi~ue et des

techn:t~ues•
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J:,'un de ces aspects est Le developpement ulterieur de

la methode de centrage dans les recherches sur les equations

non-lineaires aux derivees partielles, la justification mathemati

que des resultats, qui pourront ~tre obtenus dans ce dom¥ne, et

l~ur application aux nouveaux probl~mes de la hydrodynamique, de

La magnetio-dynamtque , de 1 'optique non-lineaire, de La thermo-e­

lasticite, de la visco-elasticite thermique.

De larges pos~ihilites pour l'application de la methode

de centrage sont presentees par l'etude de nombreux probl~mes

nouveaux qui apparaissent dans la theorie ·'de guidage et dans la

theorie de contr~le.

Des probl~mes importants naissent en examinant les sys­

t~mes aux p~am~tr0s distribues,qui oscillcnt dans un flot d'un

liquide ou d 'un gaz rapide. La. aussi la methode de centrage tro­

uvera s~rement son application et son developpement ulterieur.

Sans aucun doute, la methode de centrage sera utile pour

la resolution des probl~mes compliques, lies avec des processus

dynamiques dans la biologie (la cybernetique biologique), pour

l'examination de nombreuses questions de l'economie et de la pla­

nification (Ia cybernetique economique). Nombre de ces probl~mes

dans leurs grandes Iignes se reduisent a l'etude des syst~mes

auto-oscillatoires au retrocouplage dont l'examination ! l'aide

de Ie. methode de centrage sera assez efficace.

La generalisation ulterieure de la methode de centragc,

elle aussi, presente beaucoup d'inter~t. Le centrage des foncti­

ons intervenant dans les deuxi~mes membr~s des equations sous

forme standard est Ie plus simple cas du "Iissement" de ces fon-



- 312 -

Y. A. Mitropolsky

ctions. En ra~port avec cela, d8ns de nomor0~X problemes il sc­

rait iJllportant d' introduirc des opor<:lteurs liss<:lnts plus compli­

Clu~S et de d13montrer les th~oremes etablis s ant le rapI',ort ent re

les solutions des ~guations cxactes et des ~quations aux Qcuxie-

JIles menilires lisses, tout COLTIUe d'~laborer l es algorithmes corre-

spondants.

L'etude des ~ultiplicites integralp-s pour les ~qua~ions

exactes et pour les ~quations centrees correspondantes est aussi

un domaine de recherches extremement important.

Dans ce domaine il est desirable d'etudier d'une manie­

re plus detaillee les mUltiplicites integrales en pr~sence de

touteR sortes d'here~tes, des perturbations aleatoires, des va­

riables rapides et lentes, etc. Le centrage peut etre utilisee

avec beaucoup d' efficacite en resolvant de nombreux problemes

dans la thllorie de stabilite et dans la theorie qualitative des

equations differentielles.

De meme, les recherches ult~rieures sur de diverses cla­

sses d'equations integrales et int~gro-differentiellesau petit

parametre, tout comme sur les equations non-lincaires aux deri-

vees partielles (proches de celles du type hyperbolique), dont

les deuxiemes membres comprennent les integrales, elles aussi

meritent l' attention. Pour ces equations il faudrait avant tout

elaborer les procedes de la formation des approximatio~ elevees,

de la sorte, comme cela a ete illustree dans la quatrieme et

dans quel~les autres leyons pour les equations diff~rentielles

ordinaires sous forme standard, pour les equa~ions aux par-ameti-
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Th. Vogel

Premiere lec;on

1. 1. L'immense major-ita des lois d'~volution des phenomenes natu­

rels et des processus techniques artificiels sont presentees sous for-

me Iineair-e , ou sont l inear-isee s de s qu'on aborde vraiment leur etude .

Cela peut paraitre surprenant , car , suivant l'expression de Newton,

"la nature se rit de nos diffi culte s analytiques" ; e l 'on soup~onne que

ler chercheurs ont utflise tant bien que mal les outils dont ils connais­

sent Ie maniement , plutot que de se forger ceux qui seraient adequat s

11 leurs pr-obl.ernes . Cependant , un peu de r-eflexion permet d'aperce­

voir la justification du rOle en apparence di spr-opcr-ttonne que les Iois

Iineaire s jouent en ph ysique et dans Ia technique ; mais pour examiner

cette question , il est ne cessai re de faire une distinction entre les

"phenomene s spontanes" , c'est 11 dire les evolutions qui suivent les lois

de la nature dans les circonstances dorinee s (e t peu importe ici que

Ie phenomena ressortisse de la physique ou de la t e chn ique ), e t les

"p r o ce s s us voulu s " , evoluttons dec ide e s 11 l 'ava nce par l ' homme , qu i

realtsa prealablement les conditions ne ce s sai r-es 11 leur deroulernent .

Ce s processus ne r elevent dori c qu e de la tech nique , les phenornene s

spontanes se pr-e serrtent tant dans l' etude des evolutions naturelles qu e

dans celle des systernes artificiels .

Du point de vue mathernat ique , l'~tude d'un sys te rn e evolu t if

pose en gener-al un pr-oblema aux limites : e n effet, il faut dist inguer

ce qui se passe au vois inage d'un point int e r-i eu r , ou r-egne un e loi

qui depend de la nature du phenornene (el ctroma gnettque , meca ni que ,

ca lo r i fiq ue, etc .), de ce qui a lieu pr-e s d 'un point f'r-ontie re , o ti joue

la facon dont Ie systerne es t ra c cor de au m onde ext e r i eur ; de s or-te .

qu'on aura a chercher une s o lut ion de P equa tton va la bl e pour L'Lnte-
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rieur, t e l Ie que soient r-espectee s i a la f rontie r-e , certaines " co ndi

tions aux Iim ite s ", qu i se traduisent, elles aussi , par de s equations .

Le pr-ob lern e est Ii nea i r e si les deux lois, interieure et Ir-onta Ii e r-e ,

le sont ; i l - est non-lineaire si l'une d'elles ne l'est pas .

Or , les conditions aux limites sont souvent ceIle s que l ' e x ­

perimentateur impose artificie.llement avant de commencer s e s obser­

vations : mode d'isolement ou de connexion j.e r rapport a son environ­

nement, etc . Elles seront souvent simples, voi r e simplistes, done li ­

nea ir-e s . Une ex ception notable a cet e nonce est f'or-mee par les s y ­

st.eme s ayant une partie de leur f ront ie r e "I ibr-e " , c'est a dire sans

interaction notable avec l 'exterieur ;nous en ve r r o ns un example plus

loin, Je voud r a i s , a cette occas ion , formuler quelques r eserves a

l ' e ga r d de principes va r ia t i o nne ls , a partir de quoi il est de plus en

plus frequ ent de voi r de c r i r-e les lois de l'evolution. Un tel principe

pose la stat.ionna r ite dune fonctionnelle d'action, qui est gener-alement

une inte gr-ale e tendue au domaine qu'occupe l e s ys teme . Une transfor­

mation elementaire conduit a e cr-tre qu 'est nu lle la somme de deux

i nt e gr-a l e s , l ' une de volum e, l ' a ut r e et endue a la Ir-ontt e r e , ce qui r e­

vient a ecrire qu e sont null e s l e s deux expressions a integr-e r . L' i n-

t e grale a volume donne a lo r s naissance a la lo i i nte r ne d revolution,

a lo r s que c e lle qui es t e t e nd ue a la su rface conduit a des "condi tions

a ux limites naturelles " . Tl se trouve que , dans les pr-ob l erne s e la st i­

ques,les condi tions a ux limites pratiquement po st uIe e s sont de s cas

parti culiers des conditions aux limites natu relles (a mo i ns que l'on nc

s e soit for ge les notions qui paraissent a ujo ur d ' h ui intuitives a partir

de la pos s i bi l it e de m ener le pr-oble me a bonne fi n ) ; il n' en r e s t e

pas moins choqu ant de voir imposer par le principe la Ia con dont

l'experimenta teur pourra reli er le s ys t e m e qui l e tud i> a u monde e x t e ­

rieur . Cette obj ection perd e vi de mm e nt de s a for ce dans le ca s au

le s c ondi t ions a ux Ir-o nt i e r e s SO il! " Ji b re s " . C 'PS l ?) dire ou l 'expE' I'i -
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mentateur n' intervient pas pour les imposer.

On peut aussi . reprocher aux methodes variationnelles d'\hre

"f'er-mees " c 'est ti -di r e de ne pouvoir etre etendues de maniere a te ­

nir 'com pt e de phenomenes negliges dans la pr-esentation classfque,

tels que certaines formes de dissipation (frottement ~ la Coulomb, etc. )

11 est souhaitable de poser des principes "ouverts" , qui permettent de

retoucher les lois d'~volution pour tenir compte de tout nouveau phe­

nornene observe .

11 faut done dapas ser les procedes du calcul variationnel,

et je ne puis pour indiquer voie possible, que renvoyer ti l'ouvrage

de M. A . Biot , par exemple (1).

Reprenons , apres cette digression,l'examen des non-Linea­

r tte s en physique mathematique : Ie plus souvent , c'est 1a loi interne

re gtssant l'~volution qui sera non Iineatr-e , et qui pourra, ou ne pour­

ra pas , etre Itnear-Lsee selon les circonstances ; c'est donc surtout

les lois internes que nous examinerons dans ce qui suit

La plupart de ces lois sont locales, c'est a dire qu'elles

sont etabhes au moyen d'un bilan entre des actions qui s'exercent dans

un petit domaine de variation des variables d'~tat; et elles expriment

des evoluttons qui sont en gener-al progressives et "lisses" , sauf

eventuellement pr-es de singular-ites dont Ie nombre est Ie plus souvent

tr-e s r-eduit . Certes , nous ne croyons plus , comme au moyen age, que

"n atura non facit saltus "; mais qu'on ait pu l 'affirmer et l'~riger en

principe indique combien une continuite apparente (a I' echelle macrosco­

pique, s'entend) est Ia r-egle , Ie saut-l'exception. Si l 'on se borne a

une etude locale d'une evolution progressive , I' approximation Iineair-e

est raisonnable, puisqu'elle revient a confondre l'arc de trajectoire

avec sa corde , erreur qui reste faible lorsque l'arc est suffisamment

court ; on peut donc pr-evoir qu tun e r-epr-es entation non Iineatr-e de la
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loi d'~volution ne sera ne ces sai r-e que si l'on etend Ie domaine de

variation des par-ametr-es de phase, ou si l'on etudie des effets du

second or-dr-e j ou enfin si l 'on etudie Ie voisinage d'une stngular-ite .

Au contraire, les processus artificiels pourront etr\::, et seront.. sou­

vent, deliberement concrus comme fortement non ltneatr-es .

Nous commencerons done par examiner quelques cas on les

lois d'evolution d'un phenomena naturel ou technique sont non ltneai r-es

au premier ordre, puis des cas- on la non-Iineatrfte est d'ordre supe­

rieur ; nous nous attacherons principalement , dans cette partie , a

des equatione de forme simple et quasiment d'~poullM des par-ticulari­

tes des pr-oblemea qui leur ont donne naissance : on peut les retrou­

ver, de ce fait meme dans des contextes tr-es differ-ents . Cependant,

tous les problemas importants ne presentent pas cette simpltejte ana­

lytique nous terminerons donc cette premier-e partie par un rapide

aper«u de quelques lois d'~volution plus compltquaes , mais qui se r-ame­

nent tous, plus ou moins directement, a une classe de systemes dy­

namiques deer-its dans Ie plan et poasedant une stngular-ite multiple;

nous montrerons comment la methode de M. Joae Ar-gemi permet de

tracer Ie portrait topologique du systeme au voisinage de cette singu­

lar-ite .

Une deuxierne partie de ce cours , dont M. Michel Jean a bien

voulu se charger, traitera des processus de liber-ernent conlus comme

non Iineatr-es , et en particulier de ceux qui interviennent dans Ia theo­

rie de la commande.

1, 2. Si les variables de phase qui deter-minent I' evolution d'un

systerne peuvent souvent etre assujetties a evoluer dans un dornaine

plus ou moins etroit , ce n'est pas Ie cas des ecoulernents de fiuides

rapportes ~ des coor-donnae s euler-iennes . Aussi l'hydrodynamique est­

elle Ie domaine par excellence de s equations non Iinatr-es en physique .
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L '(!tat de l' ~ coulement en un po int de l 'espace phystq ue t Ies a ors carac -

t e r-ise par la vitesse ~ (x,y, z .t ) . La macanique des milieux continus

donne pour loi genet-ale du mouvernent

( I ) dE I
P di" f di v?:

'" 2

avec d ;) i
~.+ u (*)

cit t 1

Suppos ons d 'abord qu'il s'agisse d'un fluide parfait, c'est A dire

de nue de vrsco st t e : Ie t ens eu r des co ntraintes se r-eduit A sa partie

i sot r ope ,
_ Pd

i
j , et les composantes

dynamiques d 'Euler

( 2 ) p .
, 1

f.
1

on pes t la denstte , f
i

l e s composantes des forces a ppliqu (!es massi­

ques . Pour d(!terminer la solution en u , il faut (!liminer p et p ent r e

ces (!quations , celle qui exprime Ia eonti nuite de .Ia mati~re ,

( 3 ) P,t +
) ' iu.

1
o ,

et Ia Ioi de comportement du mat(!riau , dont on admett ra ici qu'elle

lie la densit e a la pression. ( II fiuide barotrope II)

( 4 ) g (p).

On voit que Ie systerne est non-linl!aire au premier ordre, du fa it de

(.~E) Nous s upposons toujours dans ces le~ons que Ie reper-e est car-ta ­

sien ; l e s i ndi ce s sup~rieurs et inf~rieurs jouent Ie merne role, mais

la regle de sommation implicite ne s 'applique que lorsqu 'une meme

lettre se retrouvera en position co variante et co ntrovariante.
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Ia presence des termes en u5u . . (qui subs i s t e nt se uls au second membr e
J, 1

des equatlo ns dtEule r Io r sque I'ecoulement est per-manent et qu'Ll n'y

a pas de forces massiques appfiquee s] .

Lorsque Ie fluide n'est pas parfait , Ie t eris e u r de s cO'1traintes ne s t

pas i sot rope ; 0'1 peat alors . suivan '. un t heo r -e m e general de ca l cul

t ensor-i e l , Ie mettre SO'.lS la forme dune sornme de deux termes , Ie

premier isotrope , Ie second de trace nulle

( 5 ) 't i
k

+ " ir
k

on dit que Ie fluide est visqueux (au sens de Navler-) lorsque i est

lie au t eriseur de defor-mation par une relation lineaire analogue a. Ia

Io i de Hooke pou r Ie s solides elastique s i sot rope s , soit

( 6 ) " i A.u ,m j i -.r ( i , i)
L k u ' k + ukm k

A

o~A= 2
et pui sque Tr r - ' - /u, ,

3

( 7 ) " i
Ill. (

2 , m
cS

i i ,i )l k 3
u u

, k uk .m k

II s iajoute done aux equations d'Euler pour Ie fluide parfait un terme
-v i k
(; k ' , ce qui donne les equations dit e s de Navier-Stokes

( 8 ) P i - p Cu.
1 , t

- v (~3 u .'j . + u . .: j ) J
J.1 1.J

)<J,
OU 1't>:1 a pose f. = F. et - = v On remarquera quadopte r l 'hypo-

f' lIP

these de Navier sur la vis cosite Iineai re revient a. negliger des termes

quiseraient du deuxieme ordre devant ceux qui pr-ovi ennent de I 'expres­

sion de la de rtvee de la vitesse ; il ne sera done pas utile dans cet

aper-cu des effets du premier ordre de tenir co m p te de la viscosite .



- 32 3 -

Th. Vogel

On peut e liminer p et p entre les equations (2) ou (8) , (3)

et (4) : les calculs penibles , et nous nous contenter-ons de les expli -

citer pour un fhlide barotrope en r~gime stationnaire (f = u = 0)
\ • t i , t

et pour des forces dependant d'un potentiel suivant la loi p f. = F, ..
1 1

En posant dp/ d P 2
C , on peut alors ecrire les equations d'Euler

(9) u . u . ' j + F .
J 1 ,1

2
- C (10g f' ),i

et l'equatiO:1 de continuite

( 10 )
k

u =,k
i

u (log p), i

dtou le relation cherchee

2 k k k j
(11) c u , k - u F'·k - u u uk . = 0

, J
2

On remarquera que c est en gener-al une fonction de la vitesse , en

vertu de l'integrale de Bernoulli

rdP/p
p.

i
u .u - F

1

(u . =
1

Si l'~coulement est irrotationnel 1fJ 'i) , on peut etendr-e

2
(11) au r~gime non stationnaire en supposant c constant : on trouve

(12)

(12) C
2111

, k III + F LD,i + F'.t = ld
i

LD,jLO +III'\D
l,k - T ,tt ' i T T r 1,ij T f,it

On peut denoter ;£ f Ie premier membre Iineatr-e et ~ tp. Ie second;

alors £ -1 = JG. , ott G est une solution ~l~mentaire de .£, ,et pour

aller plus loin il faudrait r epondr-e a la question desavoir s i l'op~ra­

teur .G -1 ')1,=~ est contractant; dans Ie cas particulier ott il Ie serait ,

on pourrait appliquer un procede'd'iteration a la Picard

( 13 )
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1. 3. Ce precede a ~t~ implicitement utfltse des 193:J par Odqvist

(2). pour l'~tude d'un ecoulement permanent d 'un fluide vi squeux incom ­

pressible, que nous supposerons ici . infiniment ~tendu pour simplifie r :

0:1 aura

( 14 )
.£. [u, p) = p . - 0 .u.. Do u. - PFl'

1 ,1 I I 1

)1; . (u) = -f u
j

U
1 i.j

Utfllsons les solutions l!l~mentaires de l'~quations de Laplace SOllS la

forme de Lorentz :

( 15 ) di j +
81CfG., =
. IJ . r 4rcg.

J

ob rest la distance du point P(x) il. M(x+ Do x}. En neglrgeant d'abord

~ on a Ie problema linl!airis~ de Stokes , qu i donne.

( 16 )
{

ui = Pf Gi j (P M. ) Fj(M) dM

P = pfgj (P. M) Fj(M) dM

et la solution des ~quations non Hneaiz-es sera

( 17 ) {:
u

i
- pJG

i j
(P,M)uk(M) uj·k(M) dM

p - Pfgj (P. M) Uk(M)uL k(M) dM

(18 )

Pour permettre un calcul appr-oche , Odqvist a suppose que les solutions

pouvaient etre developpaes en ser-tes entibr-es de ( -p):

{

(0) (l ) 2 . (2)
ui · = ui - Pui + P ui -

u. . = . U . • (0)_ p u. .(1) + P2u . . (2)_
1.J 1.J 1.J 1.J

La convergence est a ssuree lorsque les vitesse et leurs d~riv~es re-

stent suffteamment petites : pour .pr-e ct ae r-, il existe toujeur-s deux nom­

bres positifs G et G' tels que pour ' toute f(M) raisonnablement continue
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on ait

( 19 )

Si alors U

tant que

( 20 )

I j G.. (P, M) f (M) dM I < G sup If I
1J

IfG . . k (P,M) f (M) dMI < G' sup If 1
1J,

sup lu.1 et U'= sup [u . .~ la convergence sera a saur-ee
1 1, J

p < r.vGU' + VG'UJ-2
On peut se demander si cette solution, dontl'existence est r.igoureuse ­

ment etabl.ie , mais dont les pr-esupposes physiques paraissent peu r ea­

listes , est bien f~conde nous ne connaissons pas d'application prati

ques du travail d'Oqvist.

En revanche , il y a de nombreux problemas ou se pr-eaentent natu­

rellement de petits parametres , et il est tentant alors d'appliquer Ia

methode de Poincare. Cela avait deja ete fait par Lord Rayleigh (3),

qui s'~tait d'ailleurs arrete tJ. la deuxi erne Iter-ation, Mais il faudrait

demontrer dans chaque cas la convergence du procede .

A titre d'exemple, voici un pr-oblerne d'ecoulement stationnaire dans

un tuyau cylindrique , trouble par des vibrations sonores , r-ecemrnent

etudie par Peube et Jallet (4) : on suppose la vitesse de l'onde sonor-e

u. petite devant celIe de l'eco'.llement U , de sorte que u + U #- U;
1 x

on prend des variables r-edutte s par la transformation

(x ,y,t ,u ,u , u U,p , ) ~ (Lx , Dy,Dz,Tt , u u ,u '.1 D/L,u u D/L,
x Y z ox oy oz

U 'J ,p 0 cu , p u /c) ; l'equation d'etat en regime isotherme s'ecrit
o 1 0 0 00

alors p = p dou les equattons du mouvement

i
P +MUp + u = 0

, t , x , i

o

( 21 )
p + u +M(Uu +u U +
,x x,t x ,x Y , y

(L/D)2 p , + u t +MUu
y, y ,x

(L/D)2p + u + MUu = 0
,Z z ,t z,X

u U ) = 0
Z , Z
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avec M = U I c nombre de Mach de l'llcoulement stationnaire.
o

On entire' pour p ll~quation non Ii neai r-e aux dllDiv~es partielles

( 22 ) "6. P+P, xx - P, tt
·222MUp - 2M(u U +u U )+M Up

, xt . y, x ,y z , x ,z , xx

" 2avec 6. = (LID)

sur la paroi.

(d + d )
yy zz

La condition aux limites est p. ,n o

Si M est suffisamment petit, on pourra resoudre cette equatton

par Iter-attons successives, en posant

{

P( ) 2. 1C. i (t - A X ) ~ Mnp ( ) 211:i(t-Ax)
p = y , x e r = ~ nY' z e r» et

A =fM~ron
en est

6P =-411: 2 [(l_MPU)2_p2J-

( 23 )

( 24 ) ~
I-M/fu (U P +U kP ).1- , y , y , ,x

ou fest une fonction de M. En developpant 1~MMU en ser-ie enttere

en M , les premieres approximations sent donnees par

L' equafi on

( 25 )
41(.2p (1- A 2)

o ro
41t

2
[P1(1- p2)_2 PoPo(U +)31)J

etc.

Dans un travail qu i s'inspire des memes i dee s , mais qui est mene

en termes de potentiel des vitesses a partir de 'l 'llquation (5), Peube et

Chas ser-iaux (5) traitent Ie cas du tuyau a section variable , en regirne

adiabatique ; ils aboutissent aux ~quatio~s :

( 26 )
lD - ..!.- {l- ( v" > l)MEP ·" t +

M. l()~ , xJ1s In ) = 0
I 0 , tt S ~ 0, 2 T J' To , x , x

L6.1+ lf o , xy ) [1-(r-1)M(~o,t+ ~~f:xJ =lfo,tt+'M lu,x(Ifl:,x ~ x
oti SIx ) est la section du tuyau .
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2, 1. 11 sera beaucoup question dans ce qui suit de systemes

dispersifs ; rappelons done en quelques mots ce qu'est la disper­

sion des ondes en commencant par Ie cas linl!aire.

On sait qu'un systeme l!volutif rl!gi par l'l!quation de d 'Alembert

(1) u :i _(1/e
2

) u tt = 0,
,1 ,

c = Const

est satisfaite par une onde plane

(2)

qui se propage II vitesse eonstante, en ce sens qutun accrotasement

(k.x
i) ~gal II e t ; ne change pas la valeur de u , queUe que soit la

1

forme de l 'onde (queUe que soit la foction f) ; une superposition

de teUes ondes eonstitue un paquet qui se propage l!galement II la

c, en gardant sa forme. 11 n'en est plus de m~me si l'on ajoute

au dalembertien un terme d'ordre diffl!rent de 2, par exemple si

l'on considl!re l'l!quation des tl!ll!graphistes

(3)

qui est eependant toujours linl!aire : en effet, on ne pourra aV01r

iei u = f(k.x
i

- vt) quesi
1

(4)

condition qui, pour une forme f donnee , lie 1a vitesse de propaga­

tion v au veeteur d'onde k ains]. qu'll. la constante c.un paquet

d 'ondes se propagera avec une vitesse diffl!rente pour chacune de
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ses composantes; il aura done ~:!Ls.!ors~o:l_~~a_forme r-esultante . Si

I' on part de la solution simple

(5) u
o

A cos (kx - vt)

( pour nous borner au cas d';ne seule dimension spatiale afin d'all~ger

l'~criture), avec A = A(k) et v = v(k), la solution genet-ale s'obtiendra

par superposition

(6) u = A (k) cos kx - v(k) dk.

Cette solution est en gener-al inextricable, et ne laisse pas appa­

raitre les car-acter-e s sai.llants -de la propagation aussi a-t-on pratique­

ment recours a l'expression asymptotique pour x et t grands (s'entend:

devant deux dimensions car-acterfsttque X, T du pr-oblema): on arrive ,

par la methode du col par exemple , a l'expression

(7) u 11 A(k) (2 Tel Iv'(k) I t)1/
2

cos (kx - v(k)t)

a un argument de phase pres , qui n'est genez-alernent pas Inter-easant ;

cette expression asymptotique peut s'~crire sous la merne forme que u
o

(8) u = Acos (kx - vt)

(9)

mais avec des parametre A , k , v , fonct ions lentement variables de x et

de t (s'entend : ces parametres sont localement quasi-constants sur un

domaine de variation de x et de t bor-ne par des limites X ' , T' beau­

CO:1p plus petites que X et T ).

Ce genre de constde rations peut lhre etendu au cas non Itneair-e:

nous illustrerons cette gene ralisatton en conaide rant , avec Whitham (1),

ll~quatio:l des t~l~~raphistes gene ransee

u - u + V' (u) = 0
. xx , tt

(nous nous sommes d(!barrass~s de la constante c en prenant des va-
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riables rl!duites ~ une l!chelle convenable) . Une solution u = fIx ~ vt)

s'obtient par deux quadratures successives

(10)

(11)

(1 _ v
2)

f' = 2(A _ " (f) )

x - vt =VI_v
2 f df

2 VA-VIr)

avec des parametres v , A ,. analogues ~

ou A est une constante d'intl!gration , deter-minee parTes conditions im­

po sees A u dans Ie probleme , On a ainsi une solution du type

(12) u = fIx - v': v;A)

u du cas Iineaire: on cherchera
o

une solution plus gener-ale' en conservant la m@me forme, mais avec

v(x, t) et A(x , t) lentement varta v ies .

Pour determiner ces parametr-es , on ecr-it des equations du premier

ordre A partir d'un principe de conservation, puis on applique la metho­

de de la moyenne au sens de Bogoliouboff et Mitropolsky.

Une loi de conservation dans Ie domaine x , test une ~quation de

la forme

(13) P + Q = 0
, x , t

o

qui exprime que la variation d'une certaine grandeur dans l'espace est

exactement compensee par la variation d'une autre grandeur dans Ie

temps. Dans Ie cas de (9) on peut ecrire

1 2 1 2
(14) ( -2 U,t + - u + V(u)) +" (-u u )2 ,x , t , t ,x ,x

ou encore

(15)
1 2

(-u u) + ( -2 u +,x ,t , t , t
-!-u 2 _ V{u))
2 , x ,x

o

Nous avons donc affaire A deux equations independante s du type (13)

que nous remplacerons par les equattons moyennees s u r un intervalle
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spatial 2X en e cr-ivant

(16)
1 fX+X

=<P >=<Q >=[- . Q(x',t)dX] =<Q>, t , x 2X 'X ' x .xX+

Si l'intervalle 2X est petit devant la longueur d 'onde II ,les moyennes

ont forme (8) avec v et A constants ; d'ailleurs, si Ie paquet moyenne

corrtient un nombre suffisant d'ondes, ces moyennes ne dependent que

de v et de A ; les erreurs "commises sont de l'ordre de X evalue en

longueurs d'onde.

Pour que la methode . s'applique, il faut que Ie nombre des (13)

independantes soit egal a celui des parametres v , A. Sans pouvoir de­

mont r e r qu'il en est neces sai r-ement ainsi, disons que cela s'est trou­

ve ainsi dans toutes les applications de la methode qu'on a tentees.

No us reviendrons d'ailleurs sur la question il. propos des equations de

Korteweg-de Vries et de Burgers .

Les equattons de conservations peuvent etre deduite s d'un principe

de stationnar-it e d'une action lagrangienne; cela est etablt notamment

dans le 'I'r-aite de Cour-ant et Hilbert , t. I, § 12 . 8 . Pour notre exemple

schernattque , Ie lagrangien est

(17) L =
1 2 1 2
- u - - u - V (u).
2 , t 2 , x

A titre d'exemple possedant un int~rEh physique (et que nous retrouve­

rons d'ailleurs) , constde rons Ie mouvernent irrotationnel d 'ondes de

gravite : si la surface libre est

dz1 so ,i+ g z )
2 T,i 'f(to +

T ,t
(19) L = I h

o

La con di t ton de stat ionna r-ite donne a l'interieur de fluide

(18) z = h(x,y,t)

et If Ie potentiel des vitesse,
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(20) 6<p=0

avec les conditions "naturelles 11 pour z = h

(21) \f) 1 so io , i + h = 0
l,t+YT,iT g

et (au moyen d'une Integra tion par parties)

(22) h + If h ' i -
, t ,i ~ , z

Cette fa~on d'l!crire Ie lagrangien de maniere ll. .r et r ou ve r "natur-elle­

ment 11 les conditions sur la surface libre est due a Luke (2) ; Whitham

traite Ie problema en detatl dans son Memoi re de 1967. On remarquera

que la car-actere libre de la surface z=h enleve ici de s a force a l'objec­

tion que ~'ai opposee il. Ia notion de conditions aux limites "naturelles",

et que je maintiens dans Ie cas gener-al.

Si l'on porte son attention, avec Lighthill, sur la classe de syste­

mes ll. une seule dimension spatiale qui admettent des solutions ondu­

latoires on la fr(lquence est determinee de fa~on unique par Ie nombre

d'ondes k et par l'amplitude A, et que l'on dHinisse avec Whitham une

fonction potentielle

(23) w e,t . k = e, ,x"

et que l'on l!limine A, Ie lagrangien moyenne (par unite de longueur)

est L(w, k) d'otl 1'l!quation de Lagrange

(24)

soit en developpant

(25) L e -2 L ke + L kk e = 0, ww , tt w ,t x , , xx

C'est une l!quation quasi-li.nl!aire en e, dont les coefficients sont des

fonctions connues de e,t et de e.x . ' On sait (voir par exemple Courant .
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et Hilbert t H, n 1. 6) qu'il est possible de la Iinear-iser dtune au moyen

d'une transformation de Legendre

(26) If (o , k) = kx - wt - lJ ~ 'to
T,w t .

J <P, k
x

qui donne en effet

(27)

Nous retrouverons l'opllrateur crochet Ii propos du flambage des corps

lllastiques minces .

La discussion de cette llquation prend deux formes diff'er-entes sui­

vant qu'elle est elliptique ou hyperbolique . Nous ne pouvons entrer ici

dans Ie detatl des consequences tr-e s interes santea que Lighthill en tire

dans deux Mernoire s (3)

2,2 . Nous n'avons pas l'intention d'aborder ici Ie problema de l'existen­

ce et de L'unicite des solutions des equattons de Navier-Stokes. Il a

fait l'objet de travaux que J . Serrin quahffe d' "effrayants" dans Ie

Handbuch der Physik, et dont on peut dire qu'ils ne resolvent pas la

question sous les hypotheses qui int ez-esaent vraiment Ie mecanicien.

On peut ajouter .qu ' ll. auiv re sans pr-e cautfons jusqu'll.leurs der-nie re s

consequences des ~uations fondee s sur des simplifications qui ne peu­

vent etre valables-, au mieux , que dans un domaine Iimtte de variation

des grandeurs d'lltat , on risque d'aboutir il. des r~sultats paradoxaux ,

et nous renverrons Ii ce sujet au travail de P. Casal qui sera cite plus

loin a propos de la couche limite .

En ce qui nous ·.conc er ne i ci , il faut signaler que ces ~quations

pre sentent un caracter-e qui les distingue de .cel l e s dont traite habituel­

lement la mecanique non lineaire : elles contiennent bien un petit para­

metr-e , celui de vi s cosit e , mais celui- ci affecte justement un terme

Itneai re , et non Ie terme dissipatif. Nous allons examiner Ie comporte-
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m ent qui en r e sulte dans un cas t re s simple , c e lu i de l' ecoulement

unidimensionnel , sous pression consta nte d'un fluide v isqueux :l ' e qua ­

tion d'evolution est alors

(28) u + UU - v u = 0
, t J X , X X

Cette equation se rencontre dans plusieurs autres pr-obleme s de

ph ysique ; elle a notamment ete proposee par J, M , Burgers co m m e

un modele mathernatique de la turbulence (4), et pour cette raison pl .u-

sieurs auteurs la nomment "equation de Bu r ge r s " ; c'est ce que nous

ferons aussi, pour abr-ege r : On ape r-coit tout de suite que (28) peut

s'ecrire

(29) u + (F'(uj )
, t , x

o avec F(u) = 1
2

2
u -)lu

, x

c 'est donc une loi de eonser-vatlon du type (13 ), Une integrale premie­

re est donnee par F(u) = const ; elle correspond a un ecoulement sta-

tlonnai r e .

Revenons un instant sur la notion de loi de conservation dans Ie

cas present :

Il s'agit d'exprimer que la variation de l.'Lntegr-a le de u dans un

do maine s'accrott dans Ie temps d 'une quantite egale au flux de cette

g r a ndeu r ~ travers la fr-ont ier-e du domaine; soit , si u = u (x , t) et

que Ie flux aux ext r ernite s de I'intervalle de variation de x soit une

fonction F donnee ,

(30)

1
si u ~ C

(31)

.s, e: u(x,t,)dK+F(u(x"),x" , t)-F(u(x'),x' ,t) 0
dt )x'

satisfait (30) on a

.u t + (F(x, u , t) = 0, , x

qui est une equat'ion dont (29) est un cas s imple, (Pour obtenir cette
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equatton , on d iff'er-enti.e (30j" par rapport a x" , puis on fait x"- x' =x) .•

Ainsi , toute solution classique (locale) de (31) satisfait (30) . Mais (30)

admet aussi des solutions discontinues (valables dans tout Ie domaine ):

on dit qu "eHes sont les "solut ions faib1es" de l'l!quation diffl!rentielle .

Pour une telle solution u , on a.
(32) jrrv u· + v F)dxdt

) , t , t , x
o

quelle que soit la fonction d'l!preuve
I

v € C .

Conside rons un ensemble de points P ou la solution ' e st discontinue :

si m , n , sont les cosinus directeurs du lieu des P , on a la relation de

saut

(33) m (u ] + n [F(u)]
, t

o

Cette relation entre l e s sauts de u , t e t de F (u) distingue Ie lieu en

question d 'une car-acter-iat ique , e t fa it pour dete rmtne r ent i e r-e m e nt une

solution faible on a besoin d'une relation supplernent air-e . Dans Ie cas

d'une equat ior, Iinea i r e , Ia solution ne peut etre discontinue que si les

conditions initiales Ie sont ; i ci , il n'en est plus de meme : une s ol uti on

peut commencer son evolut icn d'une fa con continue , e t "deferier" au

bout d'un certain parcours .

On appelle "onde de choc" une solution faible ~ deux marches d'e s ca­

li er . dont Ie point de di s continuite , se propage a une vitesse c qui

satisfait a la condition de saut :

(34 )

{

C [li]

x - ct < 0 : u = u
o

x - ct > 0 : u = u 1

Dans (3 1), F ne deperidait pas explicitement des der-ivees spatiaies

de u ; pour retrouver l' l!quation de B u rge r s, ainsi qu'une importante
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equation voisine dont il sera question tout a l'heure ,ajoutons un ter­

me dissipatif et un terme dispersif soit

(35) u + (F(u)) + (au + bu ) = 0,
, t , X J X , xx , x

ou les coefficients a . b dependent d'un petit parametr-e que nous ferons

tendre vers O. Examinons une solution de (31) qui ait 1a forme d'une

onde progressive,

(36) u = U(y) y = x - ct :

U devra satisfaire l'equation diff'e r-entielle ordinaire "as aoci.e e" 11 notre

pr-ob lerne ,

(37) - cU' + F' + aU" + bU'" o

dont tine Integr-ate pr-emier-e est

(38) - cU + F(U) + aU' + bU" K.

Que faut-il pour que U t ende vers n lorsque E tend vers O? il est

clair quon devra avoir

(39) lim U(y)

y ~ -00

u
o

lim U(y)

y~+ac

Dans Ie cas Ie plus simple ou b = 0, cela signifie que u et u sont
o 1

deux points critiques de l'equation a saoctee (ce qui exige d'ailleurs ,

en vertu de la relation de saut , que K ait pour valeur cu + F(u ).
o 0

Si b f 0 , on remplacera I' equation aasociee en U par Ie systeme equi -

valent en U , V

(40) U' = V ; bV' = cU - F(U) - aV + K ;

On montrera alors que si V ~ = lim V(y), il faut necessairement que
y..~ 00

ces deux limites soi e nt nulles ; de sorte que notre condition est que
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(uo,O) et (u
1

, 0) soient deux points critiques du systerne . Si ces condi­

tions sont satisfaites , il y a done une onde progressive U qui joint les

deux limites de l'onde de choc, laquelle apparatt comme la limite de

deformation d'une famille d'ondes progressives . On peut encore dire,

inversement , que Leff'et d'un terme dissipatif est d-adouctr; la di scon­

tmuite de l'onde de choc .

Le raisonnement n'est valable que si a # 0 ; dans Ie cas purement

dispersif , Ie systerne a ssocie est hamiltonien ~ un degr-e de Iibe r-te ,

c'est a dire a deux dimensions ; on svaper-coit alors que l'un des points

critiques est un centre, de sorte qu'on ne peut Ie joindre au second

par une trajectoire. Ainsi,les ondes progressives d'un systerne pure­

ment dispersif ne peuvent tendre vers une onde de choc. Nous verrons

a propos de l'equation de Korteweg-de Vries que l'equation non Iineai r-e

purement dispersive jouit d'un certain nombre de p r opr-Iete s remarqua­

bles.

La methode qui consiste a approcher U < S solutions de systemes

hyperboliques par une suite de solutions de problemea a s socie s a fait

l'objet, depuis quelques annees de travauxassez nombreux , notamment

de ceux de P , D . Lax, de Glimm, et de Smoller et 'col la bo r-a t eu r-s (5)

(6) (7) (8) (9) (10) , Bornons-nous a signaler que les r-e sultat s ont e t e

notamment et.endus au cas de systemes du type

(41) U,t + F(U)),x = (PU )
, x , x

ou U est un n-vecteur et P une fonction matricielle qui joue un role

analogue a celui de la viscoaite .

Avant de passer au cas dispersif, regIons celui de I' equation de

Burgers qui r-epresente une forme t r-es simple dequation avec dissi­

pation : si lIon prend pour nouvelle fonction inconnue

(42) v = exp (ul a),
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il vient

v 2
v ,

(43)
1

(
1 2 »a)

'x a~ _xx
2

av + 2
a +

v 2
0 ,

t v

qu i pour a 2 Y se r eduit a I ' ~quation Iineair-e de la cha l eur

(44) v -
, t

YV
, xx

o .

Cette transformation ingemeusa , tr-ouvee a peu pres airnultanement

par E . Hopf (11) et par J . D. Cole (l2) , r~sout doric entie r-ement Ie

pr oblerne de l '~quation de Burgers , oil il appar-att que la non l tnea r-it e ,

quoique du premier ordre , n'est pas essentielle, mais peut etre e carc­

t e e par un choix convenable des va r iabl e s .
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3, 1 . Parmi 1es ~quations de conservation non Iineai r-es du type di ­

spersif,l'une des plus anciennement formulee s (1895) est celIe de Kor­

teweg et de Vri:es (1) Elle a ~t~ rencontr-ee recemment dans les con­

textes les plus divers rnai s il paratt plus raisonnable de la pr-esenter­

dans Ie probleme dhydr-odynam.ique qui occupait ses premiers inventeurs .

et qui est d'ailleurs dans la suite directe des " exernples dont il a ~t~

question jusqu'ici.

Soit done un fluide par-fait incompressible . pesant et doue de ten­

sion superficielle , qui s ''ecoule sans tourbillons dans un canal large

de profondeur finie h . ::>.vec une vitesse U constante au fond y = 0

Soit y(x , t) = h + Y(x . t) l'~quation de s a surface libre , p Ie potentiel

des vitesses ~ l 'fnte r teur- du fluide . Ce potentiel est harmonique :

(1) f::, p = O.

et il doit s-vti sf-r ire les conditions 'l UX limites

(2) P,y = 0 pour y = 0

./.. _./.. Y = Y pour Y = h+Y".» 'P,x , x ,t

et enfin une condition qui exprime la constance de »!f sur la surfa­

ce libre , soit

(3) C(t) - ./.. 1./.. ./.. , i 0
'f' - gy - - 'P . 'P + Ty =, t 2 ,1 , xx

Les premiers termes proviennent de I'Lntegr-a le de Bernouilli, Ie

dernier r epr-esente l'effet de la tension superficielle, pr-opor-t.ionnel Ie

a la courbure de la surface pour laquelle on adopte l'approximation

Iineaire y .
,XX

Si lion developpe p et ~ e n serie s e nt i ere s e n y, et que l'on
, X , y
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arrete les developpements aux .e r mes de second ordre, on obtient

l"~quation de Korteweg et de Vries , valable pour des ondes longues,

(4) Y t AYY + BY
. x ,xxx

ou .A et. B sont des fonction de h , de U et de T. Un changement d'~-

chelle sur Y et x permet d'~crire cette equation sous la forme cano -

nique

(5) Y + YY + BY
,t , x , x xx

o

Cette ~quation non Iineai re aux de r ivees partielles pos sede des

propr-ietes remarquables , qui n'ont pas encore ~t~ etudtees a fond.

Notons l'allure generale des solutions : si l'on prend l'equation

sous la forme (5), et si les conditions initiales sont continues la so­

lution l'est aussi ; lorsque B e rott (tout en restant petit), il tend a se

former une di scontinuite pour t grand , mais cette tendance est combattue

par l'accroissement rapide de Y malgre la petitesse de son coef-
, xxx

ficient, de sorte que la solution reste continue. Au voisinage de la qua-

sr-dtaconttnuite , il apparatt des oscillations d 'amplitude finie et de

faible longueur d'onde , qui finissent par s'Hendre a tout I 'espace.

C'est Hi un comportement qui contraste avec celui de I '~quation de

Burgers, pour laquelle on a tr-ouve des ondes de chat: classique.

On aper-cott immedtatement une fa~on d'ecrire l'~quation KdV sous

forme d'une loi de conservation (nous faisons desor-mafs B ~ 1):

(Ill (Y) + ( .!. y
2 + YY )

, t 2 , xx , x
o

et une deuxierne falfon, apres multiplication par Y

(7) ('!' y 2) + ( -31 y 3 + YY _ 1:.. Y 2) = 0
2 , t , xxx 2 , x , x

mais Miurra (2) a ;:montrl! qu'H existait une infinite de lois de ce type,
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ou la densite conservee et son flux sont des polyndmes en Y et en

ses de r-ivees , ne contenant pas explicitement x ni t.

Examinons maintenant quelques propr-ietes par-ticuli er-e s de l'equa-

tion Korteweg-de Vries (3), (4), (5)

( Ondes solitaires :

Cherchons une solution en forme d'onde progressive ,

(8) Y .= S(x - ct ) :

en portant cette expression dans (1) , il vient

(9) _ cS' + SS' + S'" = 0

qui sLntegr-e sans diff'iculte trois fois, en supposant S et ses derivees

nulles a l'infini :

dS

sVc-; S
o =9 x =J--====-

integr-ale classique qui s'inverse ainsi

S = 3c/ch
2

(x ¥-).
On a affaire a une intumescence dont l'amplitude maximale 3c est

originellement, a I' abscisse 0, qui tend asymptotiquement vers 0 lorsque

x cr-oft indefiniment, et qui se propage sans changer de forme, a la vi ­

tesse c (d'ailleurs arbitraire, pourvu queIle sott positive); il existe

une infinite de ces "ondes solitaires", dispersives puisque chacune est

anirnee de sa propre vitesse.

L' equation diff'er-errti el.le des ondes solitaires avait ete etablre et

resolue des 1872 par Boussinesq.

Le principe de superposition ne s'applique naturellement pas aces

solutions d'une equation non Iineatr-e: aussi est-il curieux de constatcr

qut exper-imentalement (c'est a dire sur une calculatrice) on constate

quelque chose qui y ressemble fort : Kruskal et Zabusky (voir (5)), qui

ont reuni un riche ensemble de calculs nume r-ique s a ce sujet, formu-
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lent . une "conjecture": st, Y est une solution de (49) tendant vers 0 ~

l'infini, il existe deux suites discrMes de nombres r~els {cn} et fa J'
les premiers positifs. et telles que Y(x+ct, t) tende pour t croissant

indefiniment, vers Sex - 9- ,c) si c E{c }, et vers 0 pour toute autre, n n . n
valeur de c. Onjpeut alors appeler les c des "vitesse propres' de (49)

n

2. 11 est Intereasant de donner une liste de transformations qui lais­

sent invariante I' ~quation (l) :

a) il en est ainsi des ' translations x'" x+a , t..t+b.
3

b) il en .est de meme des changements d' echefles x ....ex . t ... c t
-2

Y ... c Y.

On notera que c = -1 inverse les signes de x et de t , de 'so r-t e que la

loi d '~volution (3) est rever-aible.

c) L'invariance est encore assur-ee lors de la transformation . galil~en-

ne x ....x' = x+ct , t ... t'= t, y ... Y' = Y = c .

3. On peut remarquer que l'~quation non homogene

(10) Y + YY + Y
, t , x ,xxx

F z (t)
,tt

se deduit de KdV par la transformation

x-x' = X ~ ~ (t} , t ....t ' = t , Y -+ Y(x' ,t) +z (t)
, t

qui r-epr-esente l'effet d'une translation acceler-ee de l 'axe des x . Cette

~quation (10) se rencontre notamment dans l'~tude de la propagation

dondes acoustiques dans les r e s eaux ioniques non-harmoniques .

4.. Coristder-ons I' equatton classique de Sturm- Liouville

(11) \If + - '6!:- ( y - A) lIf = 0,
T, zz T

OU Y = Y (x , t) est une fonction donnee : les fonctions propres lJ'net les

valeurs propres >.. se trouvent, par suite de l'existence de l'argument
n
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tdans Y, elles-memes par-ametr-ees ' e n t . Supposons maintenantque

Y soit une solutions de (5), et el irninons cette fonction entre (5) et(ll);

il vient

A
, t

6

'1'2
0/,x 0/,xx "\ ]--_._ - + lIf +A1}J0/ T , xxx , x , x

En multipliant par 'If 2 et en integrant sur un per iode , il reste

A,t = 0 ,

de sorte que chaque valeur propre est une constante du mouvement .

Je ne peux m'etendre davantage sur l'equation de Korteweg de

Vries et ses proprretes , mais je voudrais pour terminer indiquer qu'on

la retrouve dans un probleme important de me canique , qui est un mo-

dele fructueux pour celui de la propagation d'une onde sonore plane dans

un milieu avec collision des phonons , pr-oblerne dont l'Hude a ete amor ­

cee en 1914 par Debye , et a fait depuis, notamment , l'objet des travaux

de Fermi,Pasta et Ulam.

Nou s constderona une file de masses ponctuelles d' elongations

y . (x , t} , r eliee s par des res sorts 1l. car-acter-i sttques paraboliques
~

(12) 0( petit

On est arriene 1l. e cr-ir-e I' equation differentielle aux differences

et en passant au continu par l'intermediaire du developpement de Tay­

lor

(14)
2

y . + hy. + (h /2)y. +"'J
1 1 ,X 1 ,XX

on obtient l'equation du 4e ordre (on ne peut s 'arrilter plus tot si l ton

veut rendre compte des phenomenes de relaxation)

'(115 )
2 2

Y,tt = c (Hay ) y + (h /12)y,x , XX , XX XX
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222
avec c = whet a = 20( h.

o

Mais si l'on conaider-e les deux directions caracterf.stiques de Rie- .

mann

[ 3/2 2
r = + (y tic) + (2/3c) (1+ay) -lJ= + (l/c)y +y +(a/4)y +. .
~ - , - , t, x ,x

on s'apercoit que r + est O(a2), done nllgligeable, de sorte qu'f.l reste

une llquation du Se ordre en ~. Si l.'on fait la transformation

x ~ x - ct ;

il vient l' equation KdV

t -- act/2

(5') r + rr + Br
, t , x , xxx

o (B -
2

h 112 a) .

S.2 L'llquation exacte du son dans un gaz non dissipatif est , pour une

propagation dans une dir-ection deter-minee

(16)
2 - 1 _ v

U = c (1+U) 0 U
, tt 0 ,x,xx

(x variable lagrangienne) , ou encore, "en posant U rn ,
, x

(17) m = -
, tt

2
c
• 0

Romilly (6) pose encore

(1+ m)-l = z

d'oil (Z-l/O) = _
, tt

2
c

o z
,xx

qui admet notamment une solution ~ variables separ-ees z =X(x)T(t) pour

laquelle

(T -lr"tt = -kIT; X ,xx = (k l '(I • c:) x -l/f

et en particulier T = (k
2t

+ ks); ( X = k
4x

+ k
5

est solution (k
l

on remonte aisement ti m et ti U.

0), d'ou

On peut llgalement trouver une solution par- ti curier-e ti forme d'onde pro-
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gressive constante ,

z = z(x-vt)= z Cp,d'ou 2 -lIt
v (z ) 'n

et en Integrant

2 -II>!" 2
'1;' z 0_ (Co I'(;)z + k' ~ + k"

qui donne

2
U't = k lll

- (k' (v) x + (co Itv)z

z ,
'H

Pour un gas dissipatif on a d'abord la relation classique

quant a l 'expression de p, il faut ajouter a la loi adiabatique

p = p
o

(1 + U )-'(
,x

un terme dissipatif. Romilly admet qu' Ll s'agit d'un terme dissipatif

proportionnel au gradient de la vitesse, soit , en coor-donnees lagrangien-

nes,
-1

u- tz (1+u) , xt
, x

l ' ~quation du mouvement est donc

POU,tt + [p (l+u )-(- ~ (1+u )-lu ] 0
o J X J X , xt J x

soit encore , en posant u = m ,
, x

(18) f m + [p (l+m) -(- (1+m)-l m ]
o , tt 0 . ' t , xx

o

C ' est e n co r e comme on voi r , une Io i de conservation.

Romilly obtient des solutions exa ctes va la ble s po u r de s ca s parti cu-
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li ers . Ev id e m m e nt, t o ut repo s e s ur l'hypothe se que la d i ss i pa t ion a la

fo rme pos tu le e :c 'est un point q u i d ema nd e a et r e c o nfi r m e expe r-i m en ­

t a lement .

3. 3. Je c o n s i de r-e m a i nt e na nt l' ~ coulement pe r mane nt d 'un fluid e in­

com pre ss ible fa i b le ment vi s que ux Ie long d'une pa r oi s emi - Lnf'in i e : on

s a i t q ue l e s effets d e la v i s co s i te se localisent surt out da n s une couche

d' e pa i s s eur J =O( yl /2) attena nt a la pa roi , et dite "couche limite" .

Su p po son s que loin de la paroi (pour y t r-es grand), la vitesse du fluide

soit

(19) u = U tx }: u = 0
x 'y

e n e c r-iv a nt l e s equa t ions d'Euler dans la c ou c he l i rn i t e r o u Ie mouve -

ment e st b i di mens io nnel (u = IV ; u = - 0/ ), et en prenant pour
x , y y , x

no uv e lle abcis se YX = ~ , il v i e nt

(20 ) 11' - '1 )If + 0/ Ijf
T , yyy , Y T , Yt; , ~ , yy

a v e c les c ond itio ns a ux limite s

= 0

(a dher-e nc e a la pa roi l : y = 0 ~ yl
' ~

0/,y o

(racco r d av e c Ie r-egi m e
non t r ou b l e a u loin)

v -s cc ~'¥ = 0 ; '0/ = U (J;:l.
, ~ , y ~

La solut io n 'Y ( ~ ,y ;U ) ne doit pa s changer l o r s qu' on change les

ec he l l e s d e s longueurs et des v ites s e s : d toti , s i U e s t con sta nt e, l e s

ex p r essions de B la s ius

(2 1) 'V = 'fiUzf (z ); z :; y VU/ y x

a v e c pour l' equa ti on diffe r ent iel.Ie 2f '" + ff "

Ie d e s z ,

(22) f '" + ff" = 0 ;

o , e n c ha nge-a nt I' e ch e l-

l e s condit i o ns aux limite s s ont fr O) f ' (0 ) o lim f' (z) 1. (7)
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Lt i de e qui vient tout de suite a l ' esprit consiste a etudie r cette

equation suivant la methode classique dans un espace a trois dimensions ,

en posant

f" = g ; g' = h dtoti par (22) h' = fh ;
mais l'axe des fest a lo rs une ligne aingu lier-e , ce qui est une diffi c ul te :

P . Casal (8) a donne une methode elegante pour lever cette diff'i cu l t e :

partant de considerations de groupes de s ymetrie que nous ne develop­

perons pas i c i , il fait Ie changement de v a riables
2

(23) Y IY' = u ; u'/ Y = v

dvoti uv Y/Y', et par suite

Jdu
log y = . --­

uv
et

( du
x =) y-;-

d'autrepart, (22) et (23) donnent Ie systerne

du dv- - - - - - - - - -
uv -(2 -v) (u - 2v + 3 )

qui admet a distance finie , un noeud r epuls tf (u=O, v=2) , un col

(u = 0 , v = 3/2) , et un foyer attractif (u- 3, v=O), et a (infini , un noeud

dans la direction u = 0 , et un col dans la direction u=v , et une singula­

rite d'ordre 2 (col et noeud confondus) dans la direction v=o. La figu-

re montre l'allure des trajectoires ; on remarquera qu'Ll y a une sepa­

ratrice allant d'un col a l 'autre, de sorte que Ie sys t e rn e est structurel­

lement instable. Cette consideration suffirait a nous mettre en grade

contre trop de confiance dans ·la fo r m ulation du probleme: Casal voit

cette formulation comme inadequate parce que la paroi est asstmtlee

a un demi -plan infini , dtou dissipation d'(mergie infinie . Il souligne ,

d'autre part , Ie caracter~ paradoxal de certains consequences de la theo­

rie : c'est ainsi que si l 'on suppose la vitesse a la paroi non nulle (y'

non nul a l'origine), on constate que s i la solution est unique et possi ­

ble pour une vitesse dans Ie sens de l'ecoulement, il n'y a pas de so­

lution si V < -0,352V, et il y en a deux (dont l 'une correspond a une
o
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couche limite tr-es epai sae) si - 0, 352V < V < O. Ce r esultar est phy .
o

siquement inadmissible , et i n di qu e de plus une instabi'lite pour V0 =#= o.

On peut aisement gener-all se r- ces c on aid e rat i ons en e nv isagea nt Ie

cas ou U varie proportionnellement a la puissance m de ~ :on obtient

ainsi l' ~quation de Falkner et Ska n (9)

(24) f'" +
m+l

2

II s e rnl. le i s t l'on suit Homann (10) ,que le s chose s se pr-e s eri t ent

de fa~on asse z analogue au v or sfnage d 'un point de s tagnation devant

un ob s tacle . Consrde r-ons pour com mence r l e cas plan:e n l 'absence de

vi s coait e , Homann e crit

u = ax ; v= ay; Po - p =
f' 22£/2 22 ""' (u + v ) = 2- -(x +y ).

S'Ll Y a v i s coait e , il a dopte l es exp r e ssion s de Hiemenz (11)

2
u = -f(x ); v = yf ' {x) : P P -, 23_..__ [ F ( ) 2 ]

' 0 - 2 ' x + Y
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avec les conditions aux limites

x = 0 : u=v=O=>f=f'=O ; x=oo v= V, f' O.

Les equations de Navier deviennent

(25) uu + vu
,x ,y

1

P

2
a

p + Y(u +u ):=>ff'= -=-=-==-F'-f"
. x , xx , yy 2

uv ,
x

+vv
,y

1

P
p +y(v +v )~f,2_ff"

, Y ,xx, yy

1 2
f'+ -- f

2

2
a + yf'"

Dans Ie cas dun ecoulement et d'un obstacle de r-evolutton , on a

de meme

u = -f(z); u = rf'(z)j2 ; p - p
z· r 0

et les equations de Navier donnent

2 2J'-;/-- [F(z) + r ] ; v e o

(26)
1
2

2 2 2
fl -ff" = 2a +)'f'·' = (a j2)F' -vf" .

Tous les coefficients numertques peuvent etre rendus egaux a 1

par un changement de variables

z-+ z Va/~ ; f(z) -+ 2f(z) ~.

Enfin , Howarth (12) a ~tendu cette etude au cas d'un ecoulement

tridimensionnel et d'un obstacle limite par un surface developpable ;

il suppose que les vitesses non troublees par l'obstacle soient Ux =ax,

U = by et pose pour les vitesses troublee s
y

(27) U
x

= aXf'(~) ; u
y

= byg'(~) ; ou . r= z VaN

On est conduit aux equations aimultanees

(28)

{

f'" + ff' +(bj a)gf" + I - f,2 0

g'" + gg" +(ajb) fg" + 1 _ g,2 = 0

avec les conditions aux limites
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f(O) g(O) = ft(O) = g'(O) 0; lim f"

1 -s oo

( ~)

(29)

On voit que 1'on se trouve en presence de toute une famille d' equa­

tions diffe r-enti e lles d'aspect voisin , obtenues grace a des hypotheses

que Ie succes seul peut justifier. Mais Ie t r-es joli procede que nous

venons d'esquisser a propos de l'~quation (22) n'est malheureusement

pas applicable a I' ~quation de Falkner et Skan pour m f 0, a cause de

la constante non nulle m qui y figure .

Coppel (13) a fait une etude pousaes de l'~quation gener-a.le

fill + f" + ).. (1_ft2) = 0

que laisse visiblement invariante la transformation (x, f) ~ (x/k, kf'] avec

k = 1; de sorte que si f(x) est solution, - f (- x ) et if(ix) Ie sont encore.

(29) est ~quivalente au systerne autonome dans R 3

(30) f" = g; g' = h; h ' = fh- A (l_g
2)

Cappel montre qu'fl existe une solution a ce systeme pour les

conditions aux limites

f(O) = a g(O) = b; g(oo) = 1

. < >lorsque a b sont deux constantes non negatives: suivant que b :> 1, h <. 0

pour V x E[9, ooJ, et la solution est unique . Le parametre Aa trois va­

leurs remarquables : 0 (cas oti L'on se reportera a l'~tude de P . Casal

ci-dessus),1/2 et 2/3 . On demontre que si f(x) est une solution valable

pour x tr-e s grand, et que g tende vers une limite, celle- ci ne peut

etre que .:!::1 pour tout AF 0; si h tend vers une limite, celle -ci est 0

pour tout ). f . 1/ 2 ; et si h' tend vers une limite, celle-ci est 0 pour

tout Af 2/3.

Si AEJ 0 , i]on distingue 5 types de solutions

. 2 ~ 2 I I).. \-2 f2g=l; g(oo)=l ; g ....... a f ; g~ a f ; g"'" 6
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P ou r A> 1/ 2 , l e s r e s u l tat s d e l a d iscus s ion sont i ncom plets .

L' a llu r e qualitative des t rajectoires d e (30) pe ut et re etudi e e par

la methode de 'P o in ca r e , en pa r t a ge a nt l' e s pa c e en 24 r e gions , de limi­

tees par les sur faces f=O; g= O; g = : 1 ; h = 0; h ' = O. Nous reviend r ons

plus loin su r les t r ajectoires dans la region

{f < 0; g< - 1; h < 0 ; h' < O}

que est pa r-ti cul ie r-ernent interessante.

On r etrou ve une equation analogue a (22) ou a (24) en etudiant dans

Ie cas de I' e c ou le ment plan les solutions a fonction de co ur ant Iineai r e

pa r r appo rt a l'une des c oe r-donnee s :

(30 ) 1jf = fi x) + y g (x )

pr-o b l ern e etudi e il y a longtemps par Riabouchinsky (14) . E n portant

l' expr e s s ion de '¥' dans les equations de Navier- Stokes , il v i ent pour

f et g l e s (> quations d ifferentiell e s

~f'" - gf'" + g" ]" = yg'" - gg'" + g ' g" 0 ,

qu i sinte g r ent une fois et donnent

(31) v f '" = f'g' -gf ll = C ; yg'" + g,2 _ gg" = C' ,

l es deux c onsta nt e s d' integration se r-edui sant a 0 si Ie domaine remph

par Ie fluide est inifini , du fait que Ie pression doit res ter finie .

On peut generali s e I' Je pr-oblerne de Riabouchinsky en exigeant que

u soit telle fonction donnee F d e u ' : on obtient alors l'equation non
y x

Iineai r-e aux der-ivee s partielles en U
x

= u

(32) [uF' (u) - F (u)] u + 'iu = 0
, y ,yy

avec l e s condition s u =F (u ) = 0 pour y= O; u = U c onst, F = 0 po u r y ?' 00 .

E n parti culier , s i F = u , on trouv e u = 0 ~ u = f( x )+vg(x); s i F =u
n

,
, yy "

n > 1 , Ie p r'obl e rn e s e r e s out par deux qua dr a t u r e s .
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4. 1 L te la st.i cite e st une b ranche de la mecani que des m ilieux continu s ,

qui traite de l'l!quilibre entre les forces appliquee s et les contraintes

in ternes dans une classe pa r-ti culi er-e de corps defo r-mable s , dits elastt­

ques , et ca r-a ct e r ia e s par une r elation biunivoque entre les defor-mations

et · les contraintes . La theor- ie classique de l'l!lasticit~ e st linear-Isae

~ trois niveaux diff'er-ents , que l'on ne disttngue pas toujours clairement :

a Ia base , au niveau geometr-ique , on admet, par une simplification qui

ne reste pas tou jours valable dans les probleme concrets que l'on trai-

te ensuite , qu'il y a une relation Iineair e entre les composantes du

vecteur de deplacernent et celles du tenseur de defor-mation: puis, au

niveau de la loi constitutive du corps etudie , on admet le plus souvent

une relation Hneai.re (une pr-opor-tionnali t e ) entre Ie tens eur de dl!forma ­

tion et Ie tenseur de contrainte [Ioi de Hooke) ; enfin, au niveau energe­

tique, on admet que Ie lagrangien est quadratique , d'oil une loi d'l!qu i ­

libre Hn ea i r-e a ux dl!placements :on peut encore dire que la loi d'l!quilibre

e s t car-acte r-i see par un opl!rateur diff'e r-entie l Iineair-e.

De ces diffe rent s niveaux de Iinear-isation, seul Ie deuxieme a tou­

jours l!t~ per~u; les niveaux gl!ometrique et energetique n'ont atti r e

l'attention qu'au XX e siecle , grace notamment aux travaux d'Almansi

et d'autres geometr-e s italiens , puis en France ~ ceux de ' Leon Brillouin.

Plusieurs auteurs qui ont acquis une certaine notor-iete en la matier-e

depui s la guerre n'ont fait que reprendre les considl!rations de ces de­

va nc i e rs .

Rappelons d'abord que la defor-mation se traduit par une variation

de la distance entre deux po ints voi sins dans Ie corps constder-e , done

par une variation de la form e diffl!rentielle fondamentale ds 2. Si Ie de­

placement e s t
i

u



- 355 -

Th, Vogel

iet qu'Jl soit une fonctaon continue des coordonnees initiales x qui
o

correspondent b. l'~tat non contraint (ou "naturel" ) du corps, on a

i i k
du u k dx

et par consequent

J (d 2) [ + . ] d i d ks = u . k + uk ' u . .U] k x X
1.. .. 1 J.,l ,

i k
e

ik
dx dx ;

on voit queTe s composantes du tenseur de defor-matton prennent deux

a spects , suivant que les deux indices sont ~gaux ou diffe r'ent s ; s i i=k

(" dilatation"),

(1) e ..
11

2u . . +
1,1

2r (u . . )
j i. 1

si i f k ( " glts sement") ,

(1' ) e ' k = u . k + Uk . + L uj: . u . k
1 1 , ,1 j , 1 ],

la theor-ie classique n~glige les termes quadratiques et bilinl!aires ;

nous denote rona e
ik

· la partie Iineai re de e
i k.

11 est utile les applications de mettre en evidence les allongements

d'l'!ll!ments de ligne par-a Ile'les aux axes , et les rotations d'angles : 1es

allongements sont

E . =\~ - 1 ;
1 V~""ii

les angles de rotation (ou de "~isaillements") sont donne s par
. »

Supposons que la non-Lineair-ite "gl'!oml'!trique,ique l'on vi ent d'l! valuer

int e rvi enne seule, c'est b. dire que l 'on ait toujours, comme en e lastf ci-

tl! clas sique , les relations
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t ens e u r des contraintes :
1m lmik

t c e
ik

lagrangien tim i
2F u .e l m 1

P eq uat ion de l' equilibre s ' e c r i ra

a ve c
(' m

u
1mik

ch = c (u . k + uk . ) 1
1, J 1 ,

op e r ateu r Iineai r e de Ia th eo r-ie

cl a s s ique

'vP m 1m ik j . j
J\) u= c (u kU ' ' 1 + u .u . k1) apport des termes bilinea i r-es

, J , 1 , 1 JJ

de 1a deformation.

Comme en e la s ticite Ii nea.i r e , 1'application de ces formules gene­

rales a l'etude d'un corps minc e est pe rub le , e t il vaut mieuxtraiter

ces cas directement , en faisant l es approximations que sugger-e la con ­

figuration du co rps . Nous nous co ntent e r ons d ' esquisser la solution

pour une plaque mince, cest - a dire peu etendue dans la directfon z

on admettra qu e Ie depla c e m e nt de tout point a lieu le long de la nor ­

male a la configu ration naturelle de la surface moyenne, et que Ie

point depla c e conserve s a distance par rapport a la deforrne de la sur ­

fa ce moy enne . On est a lo r s conduit a e c r i r e e
i z

= 0, c'est a dire

(2) u + u . + U .•u
j

i , z Z, l J ,1 ,Z
o

Soient u.(x , y) l e s depla c e m e nt s d'un po int de la surface moyenne
1

dont la position naturelle etai t (x , y ,o) : nous che r che r ons pour Ie de -

placement du point primitivement aitue en (x , y , z ) une solution a u de­

placement de la forme

u .(x ,y , z )
1

U.(x ,y) + zv .(x , y) . Les (2) permettent alors d'expri-
1 1
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mer les v en fonction des u; on trouve , en negllgeant dilatation et glis­

sement devant l 'unite ,

(3) v. =
1

J . . ti ,m
1Z m

On en deduit les u . et par consequent celles des dHormations dont
1

la nullite n'a pas ~t~ poatulee

avec

(4)

(5) " "+" jU . + U U u
i, k k , i j, i , k

i , k= x ou Y

A j J A
f
1
' k = v

1
',k + Vk . + U . .V k+ (1- ' k ) u .v k

, 1 J,l J 1 Z,lZ ,

j
vj,iV,k

2
On montre d'ailleures que les termes en z sont neglrgeables de-

vant ceux en z ,

Tels sont les ~l~ments de construction d 'une theor-i.e des plaques

minces pouasee a la deuxieme approximation; la theor-ie non Iineair-e

de Von Karman constitue une approximation inter-mediai r-e entre la pre­

miere et la deuxieme (on l'obtient en negligeant , dans ce qui precede,

les termes non Itneair-es qui contiennent les der-ivees des u et II ).
x y

Poilr tout ce qui concerne ce paragraphe , voir (1) et (2) .

4. 2 Nous abordons des constder-attons physiques des que nous voulons

~tablir une ralation entre les tenseurs de defor-mation et de contrainte.

Toute relation de ce type, posee a priori, defimt une classe possible de mi­

lieux continua dHormables;il s'agit de voir si une telle classe n'est pas

vide de r-epre sentanta physiques,ou au moins s'il exfste des corps qui peu­

vent ~re ranges dans dette classe en pr-emier-e approximation. Ce qu'on

entend par pr-emier-e approximation est que Ie comportement observe

de ces . co r-p s presente des aspects qualitatifs qui sont tous expl.ica-"

bles par la relation constitutive , et des aspects quantitatifs dont les
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~carts tl. partir des pr-evisioris theoriques sont raisonnablement bor-nes .

Les corps physiques les plus simples de ce point de vue sont ceux

qui peuvent etre ranges dans les classes des solides l!lastiques, des

fluide s visqueux, et des solides ou fluide s viscol!lastiques. Nous suppo­

serons dans tout ce qui suit, pour ne pas introduire des complications

qu i ne seraient pas essentielles , que les corps sont isotropes et homo­

genes: les corps l!lastiques sont alors defirris par l'existence d'une re­

lation fonctionnelle entre t et e , les corps visqueux par l'existence d'une

telle relation entre t et la vitesse de defor-mation v les corps vtscoela­

stiques les plus simples par une relation entre t , e et v .

Rivlin et Er-icksen ont Hudil! Ia fac~n dont peut se prl!senter une

relation fonctionnelle qui conserve l'isotropie. On suppose la relation

analytiaue, de sorte que (3)

(6)
m

t= M u +LM (e)
o m

pour les corps ~llistiques, et

(7) t = iVY: u + r M (v)m
o m

pour les corps visqueux. Ce sont la des relations entre des etres in­

' t rins~que s , par consequent les coefficients; M,M sont invariants par

rapport a un changement de r-eper-e : ils peuvent done s'exprimer en

function de trois invariants 1
1,12,13

independanta , choisis comme inva­

riants "principaux" de e (ou des invariante .:analogues de v , suivant

le cas) .

Les choses se simplifient si l'on a l!gard au theor-ems de Cayley­

Hamilton, en vertu duquel une matrice (un oper-ateur Iineatr-e) satisfait

a sa propre l!quation car-acterI sttque ; celle-ci l!t'lnt du t.roisierne degr-e,

3 2
(8) e(l "'u) = (e-e

l)
(e-e

2)
(e-e

3)
= e -lIe +I

2
e - 1

3
= 0 ,

e 3(et par consequent toutes les puissances de e superteur-es a 3) s'ex­

prime done en fonction de e et de e 2 , de sorte que les sert es entre-
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res que l'on a ~crites ll. priori s 'arretent en fait aux t e r m e s du second

degr~ :

me{O,I,2}

m > 2 : M = 0.
m

°
° Vn si m > 1.

Les corps ~lastiques <;lui obeisaent ll. la loi de Hooke , sans pr-econtr-ain­

te sont caracterfses par les valeurs

{

Coo = 0 ; col = conat.u co 2

c
1 0

= const . c
ll

=. •. = 0; c
m n

11 en resulte la r-elation classtque

On voit que cOl = A et c
10

2)L dans les notations 'Ie Lame,

La vtscostte Iineaire classique (newtonienne) suit les memes lois ,

sauf que cn'est pas necessatr-ement nul, mais repr~sente la pression
00

hydrostatique

(11) J --t . . = - P . , + cOlI 1
lJ lJ

On notera que les vitesses v doivent satisfaire au principe d 'objectivi­

t~ ; ce set-out donc des der-ivees materfel'les des defor-mattons , par

exemple des d~riv~es au sens de Jaumann :

(I2) ( k ,k) ' k k
v , = e.. t + e

k
· e . - e . + e

k1
. (e .- e .' )

i,j rj , J ,1 1 , J J

Si l'on donne aux coefficients M d'ordre °et 1 d'autres expressions

q~e ci-dessus, tout en laissant nuls ceux de rang superteur- , on obtient

des cor-pa vela at t que s (ou visqueux) Imeatres , mais non-hookiens (ou

non newtoniens). Ceux -ci peuvent pre senter un comportemens quanta-

tif interdit aux corps de la th6rie clas s ique. Ainsi , dans Ie cas ~lasti-
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que Ii = 0 (dl!forinatio~ sans. dilatation) n'entratne pas t~ ·= 0, puiaque

M n'est plus un simple multtple de II: des contraintes hydrostatiqueso _ .
peuvent produire des dMormations b. volume constant. 'Inve r-aem ent ,
i

t. = 0 entratne
1

(13)

de sorte que la dilatation n'estpas nulle. C'est l'effet Kelvin, on voit

que, cohtrairement b. ce qu'ont ~crit quelques auteur-s ; c'est un effet

du premter- ' ordre et non du deuxieme. On aurait des effets analogues

pour les fiuides visqueux Iirieai.r-es non -newtoniens,

Si l ' on passe maintenant 11. laloi non Iineatr-e

(14) M J.. + M
1e

.. + M
2e

.
ke

k.o IJ IJ · 1 J

pour les sollaes, et 11. l'expression analogue pour les fiuides visqueux,

on voit appara!tre des effets specifiques du -deuxieme or-dr-e , dont nous

detacherons l'effet Poynting et l'effet Weissenberg:

a) A la deformation sans dilatation d'un solide, il correspond

des contraintes principales

t oo
11

qui ne sont pas ~gales entr-e elles, puisque

Cet effet a ~t~ observe des 190.&-par Poynting sur des solides, son

analogue exact se retrouve dans les fiuides non Imearr-es 11. ~volution

isovoltime . (tB)

b) Dans l'expe'rience classique de Couette (cisafl.lement d'un flur -

de entre deux cyltndrea - coaxiaux tournant 11. des vitesse diff~rentes),

on observe pour certains fiuides une r-emontee le long du cylindre int~rieur



- 361 -

Th. Vogel

autrement dit il Y a une composante verticale de la pression, di r-Ige e

vers Ie haut , et plus forte aux fanbles rayons : c'est l'effet Weissen­

berg. 11 suffira pour en voir la nature de constder-er Ie cas simple

oti le cylindre Int e rteur est fixe, et l'autre anime d'un mouvement de

rotation uniforme. On a alors v rO = v Or = rw' (r-), les autres composan­

tes de v sont nu11es.

Mme Chezeaux a constde r-e, pour expliquer l 'effet Weissenberg, une

c1asse de fluides qui r e sulte de la superposition d'un fluide purement

visqueux
J

t = t(v , v) J denotant la der-ivee de Jaumann et d'un

fluide hypoelastique

tJ = J( )t v, t ,

soit , 1: ~tant un scalaire constant (de la nature d'un temps de relaxa­

tion),

J 2 J
(15) t + 't:t =IvJ;y+M

1v+M2v
M

3v
+M

4(vt=tv)
+

2 2 J J J J
+M

5
(v tHv )+M

6(tv
+v t)+M

7(vv
l-v v) .

2 J J 2
Les termes en v v, v(v ) , ect. sont supposes negligeablea. (5)

De son cot~, Rivlin avait pr-opo se (3), en s'appuyant sur une exten­

sion du theoreme de Cayley-Hamilton,la forme

(16)

- 2 2 - 22 - 2222+ M
6

(e v+ve )+ M
7(ev

+v e)+~(e v +v e ).

Pour rendre compte de l'effet Weissenberg, Rivlin ne retient d'ailleurs

que les termes en M
O

' M
3

, et M4 (fluide purement visqueux mais ncn

Iineair-e}.

Enfin, Oldroyd propose (4) une forme qui est inter-mediai.re entre

ceIles de Rivlin et- de Mme. Chezeaux , fluide Iineair-e mais doue d'~la­

strcite:

(17) t +'"1:/ .'- MOu + ·~\v + 1\lr3v-1
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Dans toutes ces formules , les M et res M sont des fonctions des

invariants des tenseurs; tous les produit sont des produits matriciels .

Si l'on exprime les contraintes pour les cas du mouvement de ro­

tation impoae i Ia pression verticale rl!sulte par integratton de l'l!quation

hydrodynamique

(18) t +
rr,r

1 1 2 2- t _ ....t + t -p = P w r
r rr r BB ' rz, z , r 0 .

C'est ici qu'intervient la remarque que nous avons faite sur les aspects

quantitatifs de la theorie: les trois types de fluide qu ton a defiriis .pr -a ­

sentent une pression verticale negative (dtr-i gee vers Ie haut} , done un

effet Weissenberg; encore faut -il que la forme de la surface libre du

fluide soit celle que pr-evolt la theor-ie . Je ne sais pas s'il existe dans

la nature des fluides qui satisfont de ce point de vue les consequences

des lois de Rivlin ou d'Oldroyd ; mais les mesures qu'a faites Mme

Chezeaux sur des polyisobutenes et sur des . polystyr~ne s ne s'accom­

modent pas de ces lois, et suivent au contraire avec une approximation

satisfaisante la loi ,de Mme Chezeaux.

4, 3. Ces methodes generales ont pour elles leur coher-ence: mais

leur application est parfois malaisee , surtout pour I' etude de structu­

res (!lastiques ou viscol!lastiques minces, dont les (!quations classiques

aux deplacements sont obtenues par des methodes ad hoc. Aussi ren­

contre -t-on des tnavaux oti les hypotheses faites sur Ie comportement

de la matier-e ne se deduisent pas d'un schema gener-al. Je mentionne­

r-ai , II titre d'exemple , Ie pr-oblema des vibrations d'une poutre visco­

~lastique presentant de l'hystl!rl!sis , tel que l 'a tr-ait e M. Takano (6) :

Cet auteur suppose que la loi de comportament est

(19)
2

IS' = E(ae + b lei e).

avec des coefficients complexes a = 1+ia n , b =ib " Independants de la

pulsation . 11 utilise la relation d 'Euler-Bernouilli de la th6rie Iineai r-a
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classique, en y introduisant le terme en [ e 1
2

e , ce qui conduit a l'~­

quation

(20) Elaw
, xxxx

2f Sw w + F

oti I et I' sont les moments du second et du qu at i r c rn e ordre s de la

poutre, S la valeur constante de sa se ction droite . Cette equation peut

se r-esoudr-e soit par iteration (que Takano pouss e jusqu 'au de gre 1),

soit par Iinear-i sation optimale; on peut ainsi ca l cu l e r l e s valeurs de

la f'r-equ ence de resonance, celIe de l' amorti s sement en regime libre,

a i nsi qu e 'ce.l.Iea de a et de b.

P ou r un c e r t a i n materiau plastique dit P SA , on trouveque l'effet

de la non Iinea r-it e sur la frequence de resonance e s t m esurable ,.quoi­

qu e faible ; mai s il appara!t aussi qu'une Ioi de constitution telle que

;2 I n- 1a' = E (ae + b lei e + c e I e )

a vec n de l'ordre de 2 ,5 rend mieux compte des re sultat s .

4.4 Un type de considerations different , m ai s qui p eut aboutir a

des r-eault at s v o i s in s de ceux que four-nit Ie choix de la loi d e co nsti ­

t utio n , e st celui qui se fon de s ur Ia notion de la gr-angren du s y s t e rn e :

o n p eut admettre la loi de Hooke pour les solides e l a s tique s ,

ij _ ijk l
t - c ,e

k 1
,

san s pour a ut a nt postule r , ce q ui \, s t tout different , que l.' ene r gi e elast i ­

que est une fo r m e qua dra t ique tij e .. . . . . Or l 'equatio n d' e quilibre ou de
11

mouvement du c orps est s ouve nt de dui t e de ce tt e ene r gie a u m o y en

d 'un pri n c ipe va r iatio n ne l ( c f. r e marque s au n' 1 ,1 s upra ); l e s contrain

tes dertv ent d'un pot entiel ela s t ique qu i est une fonction d es

c e qui revient au mem e ,

e . . , o u ,
l J

une fon c ti on des t r o i s inv a r i a nts inde penda nt s

qu e po s s e de t out tenseur du s e cond ord re ; so it , s i l'on prend l es inv a-



- 3 64 -

Th. Vogel

riants

(20) I
1

j i j k i
12 = ei e j ; 13= e i e j ek

et si l'on admet que Ie potentiel elastique U est analytique,

(on a pas ecrtt de termes du premier degre , puisque leur der'ivation

donnerait des contraintes en l'absence de toute defor-mation] . Dans cette

expression, due 11 Leon Brillouin, la premier-e parenthese donne les ter­

mes de l'~quation d'~quilibre classique, la deuxieme donne les termes

du deuxierne degr-e ,

De nombreaux auteurs ont cher-che a particulariser la forme gene­

rale qui pr-ecede , de marnere a exprimer tel ou tel comportement,

"caoutchoutique" ou autre. Us l'ont fait en recourant a des raisonne­

ments de physiciens qui , couches en termes gener-aux , paraissent plau­

sibles, mai s dont il n' est pas toujours facile de v~rifier la coher-ence

mathernatique ; aussi s'est-il ~leve des discussions d'un ton inhabituel

dans les sciences exacte s , et qui laissent intactes les convictions des

protagonistes. Je me contenterai d'observer que tout modale matherna­

tique est bon qui conduit 11 des resultat conformes 11 l 'experience et

qui n'entratne pas de contradiction dans un certain domaine d'applica.­

tion; et qu'il est bien rare que ce domaine soit illimite. Nous avons vu

un exemple df" cette situation 11 propos de la couche limite en hydrody­

namtque.

La Ioi de constitution du mater-tau peut se deduir-e de U par

(22}- -- t . .
lJ

U . . + U ..
, elJ , eJ1

U ..
, ,1J

la double virgule denotant la derivation par rapport 11 e . .
1J

e .. ; soit
J1

(23) t oo
1J

UI 11 oo + U 12 " + U I 13 . .
1 ' ,1J , 12 ' , 1J '3' , 1J
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2
~ (2AI + 3Cl

1
+ DI2-2(B+DI11e . .) J..+4(B+DI

2)e
.. +..

1 1J 1J 1J

en compa rant cette expression a celle de Lame dans le cas Iineatr-e

(C=D= . . =0) , on voit que

2A = A B =.)-L

On t rouve r-a dans l'ouvrage de L . Brillouin (1), qui date de 1938,

des developpernents sur l ' e ffet des t ermes de troi steme degr-e de l'e­

nergie elast ique , notamment en ce qui concerne les pressions de radia­

tion. D'autre part, dans un articl e qui paraltra prochainement , A Car­

don (7) , discute les hypothese s simplificatrices de Kauderer, et montre

qu 'elles ne peuvent pas rendre compte des effets du type Kelvin ou

Poynting.

(1) Brillouin, L. Les tenseurs en mecanique et en elas ticite ,
Paris Masson 1938.

(2) Novozhilov, V. V. F'oundations of the nonlin. Theory of Elasticity,
Graylock Press ,1953.

(3) Rivlin, R . S. et Ericksen, J. L . J . rat . mechs and anal. 4(1955), 323

(4) Oldroyd,J . G. Proc. Roy. Soc. A200(1959),523

~5) Chezeaux M. J. de Mecanique , 10 (1971), 229

(6) T'akano M . Acustica 24 (1971), 312

(7) Cardon,A . Int . J . nonlinear Mechs (a parattre)

(8) Mayne, G. Sern. Me can. Univ. libre de Bruxelles ,1967,20 .
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Cinqui1;!me Ie«on

5 , 1. Les effets non lineaires qu'on rencontre en Elasticite ne sont

pas tous ges types qu'on a analyses la de rnier-e fois . Un exemple cel~­

bre de problema non Iineaire sui generis, qui avait deja ete tr-aite par

Euler dans un cas simple, est celui du flambage des pieces minces,

c'est 1i dire de leur changement de configuration sous l 'action de forces

dingees de champ lorsque cer-taines conditions sont remplies . Une piece

ainsi comprfmee peut , en principe, toujours s'accommoder de la solution

banale (partout nulle) de l'equation de la deforrnee ; cependant , lorsque

la charge axiale a certaines valeurs, il existe aussi une solution non

nulle, et du fait des incessantes perturbations infinitesimales auxquelles

est soumise la piece, c'est cette deforrnee non nulle qu'on observe pr-a­

tiquement. On dit alors que la piece flambe .

Le cas classique est celui de la tige fixee 1l. une extr-ernite z = 0

et compr-Imee Ie long de Oz en z = 1C . Supposons que la defo rmee soit

non nulle, notons v(z) son deplacement par r-appor-t a la position naturel­

Ie Oz , et O(z) l'angle que fait en ce point la tangente 1i la dlformee

avec Oz; on aura, f etant la pouasee,

v = sin 0; EIO = f(v( 1t') - v(z))
J Z J Z

d'otl l'equation differ-enti.e t!e en 0

(1 ) o + (f/EI) sin 0 = O.
, zz

11 se trouve que c'est l'equation bien connue du pendule, dont la solution

exacte en termes d'integrales elliptiques est

1/2 JO -1/2
(f/EI) z = 0 dO (2cos 0-2cos OJ dO K(O ).

o
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On sait que les valeurs de K sont comprises entre 1(12 et 1t , alors

que la valeur extreme de zest 1'( : pour que 9
0

soit r~el , il faut donc
1

que f/El> 4 '

D'autre part, en termes de v, on a

(2) v (1-v 2) -3/ 2+ (f/El)v = 0
J ZZ J Z

dont la forme Iinear-Isee (courbure asstrni'lee ll. la der-ivee seconde) est

(3) v + (f/EI)v = 0;
,zz

notre condition de flambage est done que la tige "Iinear-isee" vibre en

quart d'onde.

Ces conaider-attons ~l~mentaires nous introduisent au pr-oblema ana­

logue, mais beaucoup plus difficile, du flambage d'une plaque ll. deux

dimensions.

Ce probl.eme a H~ mis en aquattone des 1907 ou1910 par F'oppl

(ou par von Kar-man) On peut se debar-r-a s se r des coefficients de rigi­

dit e en utilisant des variables convenablement r-eduites : il vient

(4) 6. 6. w - [w, a] 0

6.6. a + [w,w] = g

oti a est une fonction auxiliaire (13. "foriction d'Airy" , dont les derivee s

aecondes sont ~gales aux contraintes), Ie crochet est l 'oper-ateur diff'a­

rentiel dHini par
• 0 •

'[u"v] = u v + U v -2u v
,xx ,yy ,yy, xx . xy , xy (v,u J (voir 2, 1)

et g est une fonction donnee de x , y qui r epr-eaente les forces appltquees.

Les (4') sont va1ables a l'interieur de 1a plaque (domaine D); sur Ie

contour FrD om donne Ie s contraintes normale et tangentielle

a, tt = P (x , y); ~nt
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On commence par transformer Ie problema au moyen de la fonction

-a, solution de

,,~ ~ a = g dans D ' a., ,tt =~. a = ~, ,nt sur FrD

en introduisant un parametre scalaire A qui sera utile par Ia suite,

et dont on supposera qu'il intervient Iineair-ement dans les donnees

g, p,~. Les (4) s 'l!crivent alors

(5) ~~(a-A-a)+[W,wJ = 0

~ ~ w - x[a, wJ =[a- A a.wJ

avec les conditions homogenes aux limites

w=w =w = 0; a- Aa= (a - A1)
, x ,y , x

(a - Aa) 0 sur FrD.
, y

(6)

La forme Iinear-isee de ce problema :

{

~ ~ w - [a, wJ = 0 dans D

w = w =w = 0 sur FrD
,x ,y

a ~t~ indiquee des 1907 par Hadamard .

Ceci dit , rappelons que si le systerne

Au - ABu = 0

admet une solution u pour A= ~ , on dit qu'Ll bifurque en A= A
000

s'il admet deux solutions distinctes U
o

(A) et "i (A)f!. partir de u
o

qui tendent toutes deux vers u lorsque A~ f-
o 0

Or . Berger (1) dernontre que les solutions du pr'oblemu non Irneai r e (5)ne

peuveat bifurquer a partir de la solution banale w = 0 que pour les valeurs

de >.. qui sont des valeurs propres du pr-obleme Iinear-ise (6) ; en parti­

culier,la solution banale existe seule tant que II < A : la plaque ne peut
o

pas flamber dans ces conditions. On voit que ce r-esultat est tout a fait

analogue a celui d'Euler .

On notera que si west une solution non banale, - w l'est aussi :

sous une charge donnee , la plaque peut flambe r aussi bien vers Ie haut

que vers Ie bas si elle est horizontale , vers la droite ou vers la gau-



- 369 -

Th. Vogel

che si elle est verticale .

Un point mter-e ssant est que les solutions peuvent ihre deduites

d'un principe variationnel que Berger ~crit explicitement; ce r e su.ltat

eta.it plausible , puisque Ie processus du flambage a ~t~ etudie sans

supposer de dissipation d'~nergie.

Enfin , on remarquera que rien de ce qui a ~t~ dit ne suppose que

la plaque ait un contour simple, rectangulaire ou . circulaire, par exem­

·pl e . Il suffit qu'il ait une r~gularit~ voulue pour que les ayatemes soient

bien poses .

5,2. Je vats dire maintenant quelques mots d'un pr-oblema de meca­

nique qui est essentiellement non Imeatz-e, mais qui se pr~sente sous

un aspect mathernattque differ-ent de tous ceux que nous avons rencon­

tres precedemment et qui 6taient r~gis par des ~quations diff6rentielles

aux de rtvees partielles ou ordinaires: c'est Ie probleme de la fatigue

des meraux.

Le mot"fatigue" est entr-e dans l'usage pour deaigner- la modifica­

tion des pr-opr-tetes mecantques des mater'Iaux qui ont ~t~ soumis ll.

des contraintes prolongees. Ce terme . n -est peut-Btre pas tr-es heureux ,

et nous aurions prH~r~ parler de vieillissement . Quoiqu"il en soit , on

sait que cette fatigue finit par amener une rupture de pieces mecant­

ques pour des r~gimes oti elles devraient pouvoir fonctionner sans dan­

ger d'aprbs la r~sistance des mater-iaux , et c'est Ill. une pierre d'achop­

pement pour la mecanique theor-ique , Les explications qu'on donne gene­

ralement de la rupture par fatigue reposent sur des constder-ations de

microstructure et de statistique, qui sont et ranger-es ll. l'esprit de la

macanique des milieux continus;pour combler cet hiatus choquant entre

la fa con de calculer la defor-mee ou la fr~quence propre d'une ptece

et les conditions dans lesquelles elle casse. (phenomenes que l'on obser­

ve pour-taut dans une meme suite d'exp~riences), il est neces satr-e de. .
completer- les lois de la me canique des milieux continus par des llnon-
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ce s convenables, s'appuyant sur ol e type de considl!rations homogene

a Ia theor-ie clas stque . Le ~llcanicien ne peut pas se permettre de

renoncer Il expliquer en termes des variables d'~tat qui lui sont fami ­

Iier-es un phenomene qui r-eleve de l'effet des contraintes sur la matie­

re, done de Ia meoanique.

Ceci ne signifie nullement que les microscopistes ont tort d'~tu­

dier les dislocations et la fa eon dont naissent et se propagent les fis­

sures dans un mater-tau: mais il s'agit d'un ~clairage tout diff~roent de

celui du mecanicien, ~ un autre niveau, et qui peut renseigner tr-es

utilement sur la raison pour laquelle tel par-ametr-e que nous acceptons

comme une donnee prend dans tel cas la valeur qu'on est amene ~ lui

attribuer.

Le rale du mecanicten est de rendre compte de tous les phenorne ­

nes qui inter-easent les variables d '~tat dont l'~volution explique Ie com­

portement sous contrainte d'un corps. S'agissant d'une piece en vibra ­

tion , e t parti culter-ement d'une piece metalltque , nous pos sedons un corps

de doctrine t r-es riche , qui est la theor-ie de l'~lasticit~ , dont la v i s co ­

elasttcite et la plasto-etasttctte ne sont que des prolongements et des

retouches , et dont l'expression pratique est appelee la Reststance des

mater-iaux. Suivant cette theor-ie , une piece mince telle qu'une tige ou

une plaque et r-oit e peut etre trattee comme un ensemble de points dont

I' etat naturel est Ie segment

{x : xE [0, IJ }

et dont l' Hat contraint est d~fi~. par une fonction y(x , t} , qui est solu­

tion d'une ~quation aux d~rivlles partielles dans laquelle figurent des

coefficients car-a cter-isant Ie mater-tau et des fonctions fIx , t) car-acter-t­

sant les contraintes extllrieures. 11 est admis de plus que la rupture

s e produira si t e lle fonctionnelle de y depasse une certaine borne :on

ve r r a plus loin comment generahser c ette deuxieme loi.
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Les principes qui ont permis d'etablir l 'equation d'evolution de la

tige permettent de construire un vaste ensemble de loi s d'evolution

pour dive rs corps e lasttques , minces ou non , ensemble que L' expe r-ien ce

v e r-ifie fort bien , de sorte qu'il serait catastrophique d 'avoi r a abandon ­

ner la theor-Ie de l 'elasticite.

Or, dans son etat actuel , cette theor-i e ne prevoit pas de rupture par

fatigue , et la notion meme de fatigue lui est etrang~re,puisque la solution

d'une equation differ-entrel.le , qu'elle soit a une ou plusieurs variables, ne

depend, pour tout l'avenir, que de l'etat present observetou ala rigueur de

la mince tranche de passe necessair-e a la construction des derivee s tempo­

r eIles] . Ainsi, sous peine d'avo ir a renoncer a un corps de doctrine imposant

et fecond , nous sommes obliges de retoucher les lois d 'evolution de s y-

stemes tels que la tige v ibrante , sans quitter Ie cadre gene r a l de ce

corps de doctrine , de manier-e 1l. y inclure , a tit r e de raffinement ou

de perturbation, un effet de vieillissement apte a r-endr-e c om pte dans

le de tatl du phenomena de rupture par fati gue .

Je me suis longuement etendu ailleurs (2), sur les classes po ssible s

de tels systemes , et montre notamrrient que Ie vieilli s s e me nt etait un e

propr-iete car-act er-i sttque des s ysternes he r edit at r-e s , dont la loi d 'evolu -

tion comprenait une fonctionnelle des et a t s passes depui s la naissance

du systerne [usqua l'instant present d' observation. Dans le ca s qu i nous

occupe,les effets du vieillissement sont latents jusqua un etat OU brus ­

quement l'evolution obser-vable change de nature :en fait, ce changement s e t r a­

duit par une destruction du s ysterne . Il s' agit done , dans la terminologi e

de l'ouvrage cite, d 'un "systeme deferlant " , et les Hats ou s e produit

la rupture forment , dans l'espace de representation, un e multipli c ite fr on­

ti.er-e.

Il n 'y a Ia m en dequalitativement neuf au regard de la Resistance de s

mater-iaux , puisque celle-ci a djoi nt a la loi d'evolution cont ra int'e - dMor ­

mation ti r-ee de Ia theor-ie de I' e la sttcit e une condition de rupture , suivant
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laquelle la contrainte ne doit pas atteindre une certaine borne, sous

peine de destruction du systerne: on svait donc d~ja affaire, dans la

Reststance des rnater-iaux classique, fl. un systerne dHerlant dont Ie pe rpe­

tue ~tait un systeme dynamique; la fr-onti e r-e de dHerlement avait une

signification parttculterement simple , mais cela ne change rien au principe.

Par rapport 1l. cet ~tat de choses,la fatigue introduit deux modifications :

d'une part la Ir-ontter-e de dHerlement comprend deaor-mata deux r~gi­

meso qui correspondent respectivement 1l. la-rupture par contrainte exces­

sive et fl. la rupture par fatigue; de l'autre , la Ioi d'~voluti(\n comporte

un terme correctif des etats passes , et dont l'effet est latent tant que

l'affixe n'a pas atteint la fr-ontter-e .

Pour voir comment ces modifications se traduisent dans les ~qua­

tions du mouvement, il sera plus instructif de constder-er un pr-oblems

mathernatfquement simple, qui cor-respond d'ailleurs assez exactement

aux "essais de fatigue"usuels:nous supposerons donc qu'une piece mecanique

{qui pourra ~re une tige, une plaque,ou toute autre structure mecaniouelait

l'une de ses extr-emites li~e, encastr-ee par exemple, et l'autre assujettie

1l. vibrer harmoniquement dans Ie temps Le long d 'une courbe plane ;

l' etat du systeme !l tout instant est entier-ement dHini par les variations

de I' abcisse x de I ' ext rerntte vibrante, de la connaissance de x decoule

celle des contraintes; on connatt done, pour un ayateme sans fatigue, les

conditions de rupture par contrainte excessive. La loi d' evolution du perpa-

tue est .. 2 0x + a x =

soit encore, sous la forme usuelle,

:ic = y; • 2
Y = a x;

les trajectoires sont des ellipses concentriques dans Ie plan (x , y).

D'autre part, la plus grande des contraintes dans la pi ece peut ~tre

calculee 1l. partir de l'~quation de la deforrnee de celle -ci, -c ' e s t une
,

fonction S{x) qui ne depend que de la position x de ]'extr~mit~. 11 y aura

rupture par contrainte excessive (rupture de charge)si S{x) atteint une
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borne s uper-I e u r e S1 qui ne depend que de Iii constitution de la pi e ce,

L e m ouvement continu era indMiniment Ie long de toute ellipse qui n'a

pas de points communs avec la courbe S(x) = S1 (qui est une droite pa­

r'a Il e Ie a P axe des v): i l aura au contraire rupture immediate si l'affi­

xe a tt e int cette droite .
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Voyons maintenant queIs sont les amenagements minimaux qu'il

faut apporter ll. la formulation mathemat.ique du systerne pour rendre

compte du phenornene de rupture par fatigue :

1 ) 11 faudr-a .dntr-oduire une fonctionnelie 'lui exprime Ie vieillis­

sement du systeme : la forme La plus simple d'une telle fonctionnelle

est une integr-ale , prise entre 0 et t , d'une fonction convenable de x , y

(que nous chercherons ll. pr-eci ser u'lterieur-ement) ,

(7)

plus gener-alement

z = LH [x(t') , y(t')J dt'

(8)
tt. t' -tz = J [H(x(t'). y- (t');

t' = 0 .
t'. t ]

et si l'on suppose la fonctionnelle normale au sens de F'r-echet et regu­

Ii e r e ,

(9) z =r H (t'}dt' +
o

(ot rot '), J( H(t')H(t") dt'dt" + . .. .

2 ) L 'observation ne permettant pas de decele r Ie vi eilli s s em ent

ju sqt a ce que la rupture se produise, les trajectoires sont decr-ites sur

des cylindres droits d'axe par-aflale ll. Oz; ce quon observe ; ce sont

leurs ombres portees sur xOy. On a done des equations du mouvement

du type

:it y : y = -a2x : z = H(x , y)

3) Les essais de rupture permettent d'~tablir unecorrespondance

entre Ie nombre de flexions alter-nee s ou de tours N sur l 'ellipse dans

xOy et la contrainte maximale pour laquelle se produit la rupture ; on

t r ace habituel.lement la "courbe de Wohler" S=S(N). (En fait, chaque

point de rupture consomme une eprouvette: Ie mater-tau n'ayant pas des

pr-opr-iet e a rigoureusement i nv a ria bl e s , on obtient un nuage de points

~xp~rimentaux , ll. t raver s l e squel s on fait passer au m ieux la courbe

de Woh l e r ). La correspondance obs e r ve e est bi univoque, et nous pour-
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rons ecrire, de preference ,

N = N (S),

soit encore en vertu de ce qu i a ete dit sur S,

"N = N (x) .

Mais N = at/2 7C, de sorte que sa connaissance determine z pour une

evolution donnee :

"
z = (2T(N (x)/a H [x(t') .y(t')] dt' z(x)

)0 .

Le lieu des points de l'espace de representation ou se produit la rupture

est doric Ia surface

s = {x, s. z : z=z(x)}

Nous savons que pour z=O cette surface coupe Ie plan xOy Ie long de la

droite S(x) = S1 ; d'autre part, l'experience montre que la rupture par

fatigue ne se produit jamais lorsque S(x) est inferieure a une borne S ,
o

"de sorte que la surface S tend asymptotiquement ~ se confondre, pour

les z tr-es grands , avec Ie plan S(x) = S . Pour les valeurs Inter-medlat ­
o

res, z = z(x), de sorte que les choses se presentent de la fac,\)ll repre-

sentee sur F ig. 1.

Nous avons suppose que l 'exper-Ience de vieillissement se pour-sui ­

vait ~ un regime immuable [usqua la rupture de la piece vlaquelle sur­

venait au bout de N pe rtodes . Si on arretait Ie processus au bout de n

per-iodes seulement , on aurait un vieillissement latent (non accessible

~ l 'exper-tence) fonction de n/N:

z = f (n/N).

On est porte ~ faire, sur ce vieillissement partiel, une hypothese qui

semble raisonnable , en premiere approximation; c'est qu 'il persiste..
lorsque la piece est Iaiasee au repos , au moins si ce repos n'est pas

trop prolonga. A l'aptlui de cette hypothese , on citera la constatation
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que si l'exp~rience reprend au meme regime,la rupture survient au

bout de (N-n) per-lodes de la deuxierne phase . Par rapport ~ Ia formu­

lation mathemattque que nous avons proposee pr-e cedemment , l'hypothe­

se revient ~ dire que la foriction H est nulle dans tout intervalle ou

I' affixe est immobile.

Que se passe-t -il en r~gime var-ie , c'est-ti-dire lorsque la piece

est soumise a une certaine contrainte (pour laquelle la rupture survien­

drait au bout de N1 pertodes] pendant n
1

periodes , puis a une autre ,

pour laquelle N = N
2

' pendant n
2

per-iode s , et ainsi de suite? Si Ie

vieillissement a ~t~ correctement r epr-esente par l'integrale que nous

avons sugger-ee, les effets des diffe r entes phases de P experfence doivent

s'ajouter les uns aux autres , de sorte que Ie vieillissement total sera

(10) z = [f. (n./N.) ;
1 1 1

c'est ce que r-eprasente , pour deux phases, la fig. 2 . Nous avons ~crit

f. pour tenir compte du fait que divers facteurs auront pu etre modifies
1 •

d'une phase ~ l'autre, comme la pulsation de la contrainte, par exemple ;

lorsque seule l'amplitude de fluctuation change, les diff'er-ent s termes de

la somme seront tous deriv~s de la meme fonction , soit

toutefois, cette forme aimpkifiee ne peut etre acceptee que comme une

premiere approximation:elle implique, en effet, que l'intervision de .l'ordre

chronologique des phases ne modifie paaIe vieillissement r e sultant , et nous

verrons plus loin que ceci est contredit par l'experience.

Si l'on admet la formule pr-e cedente , l 'hypothese la plus simple que

l'on puisse fa i re sur f est de la supposer Iineaire ,

f(n./N.) = Zn./N
1 1 1 1

oti Z est un fa cteur- constant; pour une phase unique, la condition de

rupture est alors z = Z, et en r~gime var-ie elle sera
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(1 1) L (n./N. ) = 1.
1 1

c re s t la formule bien conn ue de Miner , do nt on vo it ici quelles

sont les implications et l e s presupposes t he or Ique s : pou r un regime

immuable , z serait proportionnel a n , donc a t , et par consequent sa

de r iv ee temporelle H il serait constante ; l 'hy pot he s e de linea rite que

fait Miner equivaut done au postulat que Ie mat er-iau lie vi e i Il i t que

par l'effet de la dur-ee de son ~volution, sans e ga r-d aux caract~risti­

ques de celle - ci. C' est une s up pos it io n qu'il parait difficile d'accepter.

La repousser pour des raisons aussi heuristiques peut cependant

ne pas par-att r e convaincant ; il faut donc voir comment P e xpe r-ience

s'accommode de la Io i de Mine r. C'est ce qui a ete fait par di vers

auteurs , e t no tamment par Kommers en 1945; nous a vons repris ces

exper-iences avec la precieuse col.labor-ation de G. Co r s ain, pour ob tenir

toutes les donnees qui nous etaient necessai r es a 1'~1ablissement d'une

theor-I e .

Le v ie illi s s em e nt etant inaccessible a l 'observation tant qu'f l n ' y

a pas rupture, il faut se placer dans les circonstances de destruction

apr-es un r egime var-ie : alors suivant Miner ,

L(n./N.) = 1.
1 1

Dans Ie cas Ie plus simple ott il n'y a que deux phases , la relation li­

neai r e

(12)

est representee, dans Ie plan, par une droite M (Fig. 3). Nous avons

opere sur des ~prouvettes en tale de Fer de 65x20x2mm 3, dont une

ext r'ernit e etait encastr-ee et dont l'autre etait soumise a un deplacement

alternatif de frequence 12 ,!) Hz ; l 'amplitude de ce depla cement etait r e­

gl a bl e; on a adopte quatre amplitudes , a quoi correspondent , en regime

irnmuable , les nombres de t ou r-s a la rupture 1760; 3840 ;7 860 ; 30910 . Les

essais en rellime var-ie consistaient a e xe cu ter un nornbre de t ou r s fi xe
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a l' a vance sous une premiere ' a m plit ude, pu i s a aller jusqa la ruptu ­

r e sous une deuxi e me amplitude ; on r-e c om m enca it ensuit e en inversant

l'ordre de s amplitude s : on fa isa it d 'abord, sous la deux i em e a mplit ude

du premier essai , le nomb r e de t ou r s qui avait arnene la rupture , pui s

on po ussait jusqu'a la rupture sous Ia premiere a m plit ude .

Les experiences (do nt les r-esultat s seront compares plus lo in aux

previsio ns de la theor-ie qui aura et e propoaee) permett ent de degage r

les deux faits suivant s , qu i s ont patents :

1) la relation entre Ie premie r nombre de tours et Ie seconde

n re st pas Iineai r-e

2) il Y a non- com rn ut a t ivite des phases , en ce sens que l'ordre

ch r onologique de leurs succ es s ion a un effet notable . Ces deux consta ­

tat ions ont deja ete faites par Ko m m e r s.

Nou s a Ilons maintenant chercher la loi her-edttair-e la plus s imple

qui puisse rendre com pt e de nos de ux const a t a tio ns , tout en etant plau­

s ibl e du point de vue physique . 11 n ' y a pas lieu de chercher un accord

quantitatif parfait. car les r e sultat s exper-imentaux sont inc e r t a i ns : en

e ffet , chaque point de mesure concerne une eprouvette differ-ente , puis­

que l'essai est destructif; elles ont beau etr~ prises sur une meme to­

le suppos e e hornogene , la di.spe r s ion est assez grande , et il faud rait

procede r a de t r e s nombreux e asai.s-Le s points experimentaux que nous

a vo ns obtenus sont cha cun la moyenne ar-tthmet.ique de 50 essais, c e

qui n' e s t pas encore bien s ati sf'ai sant .

Sup pos ons done que la rupture s '.lrvienne au vout de n
1

t ou r s sous

u n certa i n regime , suiv is de n
2

tours s ous un autre ; s oie nt respective­

m ent N 1 e t N
2

l e s ' nornb r-es de tours qu i arnenent la rupture pour cha­

cu n des regi mes succe saic's : l a form e !10 !1 linea i re la plus simple que

l'on puisse e s s aye r p our' la l o i du vieillis sement e s t qu adratique hom o-

!!e ne
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(13) 1

2 2
avec d'ailleurs evidemment a = 1/N1 et b = 1/N2 , La cou rbe repre -

sentative est un arc de parabole qui passe par les deux points fixes

(O ,N
2)

et (N
1,O)

,et dont la concavite est tour-nee vers L'un ou vers

l'autre axe suivant que c >< 2 ( cet arc se r eduit tl une droite pour

c = 2). Pour -que Ie phenomsne soit norr -cornmutatif, il suffit que

c(N
1
,N

2)
=/= c(N

2
,N

1),

Une forme plus elaboree serait

(14)

avec c(N
1
,N

2)
=1= c(N

2
,N

1)
; les courbes (n

1
,n

2)
seraient alors des

arcs de cubique que Iron assujettirait a passer par les points fixes

(O ,N
1)

et (N
2

,O) .

Comment aboutir tl une telle loi a partir d'hypothese plausibles ?

11 est naturel , si l'on se place dans l'optique he reditai r-e, de supposer

que la grandeur emmegastnee dans la memoire est de la nature d'une

ener-gte : elle serait done constante par tour pour un r-egtrne i mmuable ,

ou prendrait des valeurs constantes dans un r-egime a marches d'esca ­

lier. Si l'on suppose que Ie viefllisaement est repre sente par une fonc­

tionnelle Ii neair-e , on aurait

. Jtz =
o

Hds

(15)

et dans un regime a deux marches d'escalier

j n1H1ds + (n1 +n 2 H
2ds

= H
1n 1

+ H
2n 2

;
o )U 1

Cette expression ne convient pas, car elle est a la fois Ii nea ir-e et

symet rtque ,

Supposons maintenant qu'il y ait un terme d'interactior. entre Ie

"vieillissement primaire" zl a tout instant et des zl I t if '"re a 1 s dune
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courte tranche de pass~

(16) z = (t
2 )0 Zl (s -lds tds

2 3
3 hH 2 N2 3 2 2 2

x + ---- Y + hH N N x y+
3 1 1 2

dans un r egime ll. deux marches d 'escalier, on aura , en supposant h

suffi samment petit pour que les termes en h2 puissen etre neglige s ,

('7) "'", +", • H,", +H,", +h{ H~": _+ ~;:\ +

+H', "~ ", +H,H,","; }
ou encore. en posant "i = xN i: n2 = yN 2 '

hH 2
N

3
1 1

(18) Z = H
1N 1x

+H
2N 2

y + - -3---

La courbe (x , y) est un arc de cubique , qui doit passer par les points

(0,1) et (1,0) ,

(19)
hH

2
N3

2 2
------

3

Nous ferons encore, pour ne pas compliquer les calculs, l'hypoth~­

se simplificatrice

hN. » ~2-
1· N .

1

(i = 1,2)

le vieillissement se r~duit alors ~ z2' et prend 1:3. forme a la rupture

Les figures montrent que ce modele sommaire deer-it assez bien

les r-esultats quantitatifs de nos expertences r ida ns leur ~tat actuel,ou

chaque point relev~ reprasente la moyenne de 50 essais seulement, il

ne semble pas utile de perfectionner Ie modele pour l'ajuster davantage.
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L' extension a un r-e gi m e a trois marches d ' e sca li e r e st fa cile , mais

nos result3.ts expe r i m entaux s e nt e n c or e moiris nombreux ; nous n' y

insisterons done P 'lS i ci .

(1) Berger, M. S. Comm. pure and appl. maths , 20 (1967),6 87

(2) Vogel , Th. Theor-ie des systeme s evolutif's . . Paris ,
Gauthier- Villars , 1965 .
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6, 1. Les ~quations dont nous nous sommes occupes jusqu'ici se de -

dliisaient assez directement des lois g(m~rales' r~gissant la physique rna­

thematique , et avaient en consequence des formes simples , qui r-efletarent

Is strnpltcite des lois . Mais on a aussi etudie de t re s nombreux pr-oblemas

particuliers , ll. partir d'hypotheses ad hoc et gr~ce ll. des simplifications

successives en cours de route : les llquations correspondantes ont souvent

un aspect complique et ll. pr-emier-e vue inextricable.

Cependant, on s tapercoit qu'une grande var-iete de systemes aboutis­

sent a une classe d'llquations ll. termes polynomiaux, qui a fait notamment

l'objet de travaux de J . Ar-gemi (1) : il s'agit de la classe dHinie par les

equations

(1) X X
m

(x ,y) ;

et plus gllnllralement

(2) 'x = X (x,y) + X (x,y); . y = y (x,y) + Y (x,y)
m p n q

oti les X, Y sont des polyn6mes homogenes dont l'indice indique Ie degr-e ,

et on m >n, p >n, q >n. Ces systernes sont justiciables de methodes

gener-ales qui pe rmettent de dllterminer Ie portrait topologique des famil­

Ies de solutions, du moins au voisinage de l'origine

6, 1. Nous avons rencontr-e , dans l'l!tude de la couche limite et des

points de stagnation (§3, 2) l'l!quation

(3)
'\ . 2

flll + ff" + 1\ (1 - fl ) = 0

que l'on peut llcrire sous la forme dun systerne du premier ordre
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(3'l. f " + g; g' =h; h ' =fh - A(1_g2)

l'une op ,: r~gio!1s que Coppel distingue pour la discussion est defini.e

par .

(4) f <O; g < 1; h <O; h'>O.

Nous allons transformer (3) dans ce domaine de variation de f, g, h, h" ,

Si l'on pose

df/dx z(f)

(3) devient

(5) 2
zz " + z ' + fz'

2A z - 1
z

2
puis en posant z = uf et

tI f 1= e (t croissant indHiniment lorsque

f deer-ott indH inim ent ) ,

(6) ii + 7u + 6u + U
2I u + ill u + 2 - A 4t- "A/ue

u -(7)

dans la r-egton desor-mai s de limitee par

- 2t .. I 4te ; u - 2u ; u ( -2)u - . ue

lorsque AI ue 4t~ 0, les solutions du systerne tendent vers celles de

(6 ) r eduit .e a son premier membre, c'est a dire vers celles du systeme

( 8) u = v ; V = A-2-6u-7v-v(1-v)/u

ou enfin , en prenant une nou velle variable independante Te .(t dt/u,. 10
(9)

. ., 2 2 "\
U = - uv; v = (2-I\)u + V + 6u + 7uv + v ; u < 0 , 0 < ,, <2

C I est un systerne du type (2) .

6 , 2. Le p roblerne d e l··~quilibre conv e ct if d'une boule gazeuse a pr~oc­

cupe de t re s nombreux auteurs , a com mencer par Lane (1870) (voir (2)) .
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On constder-e une boule de gaz parfait, en gravitation stationnaire sous
- '

l'influence d'une pression hydrodynamique et d'une pression de radia-

tion, et rayonnant un .ce r-t a i n debit d'€lnergie. Le problems se met en a­

quations compte tenu de la symet r ie spher-ique :

2
41t Pr ;

-2 /r d dr

dp/ dr =(10) - 2
-GpM(r)r ; dM/ dr =

( r
2

dpj dr-) = 41t'pG
P

1l. quoi s'ajoutent les relations d'€ltat . Emden (1907) postule que la rela-

tion entre p et fest celle des changements "polytropes " plut6t que eel­

Ie des changements adiabatiques, c' est a dire que l'on a

;(' =
c -c
_L_
c -c

v
(ne se r-eduit 1l. aque si c = 0 )

De plus , la relation entre p et la temper-atur-e r eduite e est supposee

etre

dou finalement

(11)
(n+l)/n

p = K

En portant p dans l'€lquation de Poisson precedente , et en prenant la

variable r-eduit e

(12)

il vient l'€lquation de lane-Emden

(13)
1

~2
de ) + en = o.
d~

Cette €lquation se r amene a un systems du premier or-dr'e en prenant

les variables de Milne (1932)

(14) ~-i .
de '

ce qui donne
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(15)

{

" 2u = u + nuv - 3u
. 2
v = - uv - v + v

~quation du type (2) . Le cas n = 3 est critique au sens du theor-erne

de Poincar-e, et la -nature de la smgular-ite a l'origine depend des ter­

mes non Iineair-es Nous renverrons au Mernoi r-e de Lefranc et Mawhin

(3) pour la discussion complete.

6, 3. Dans la theorie de la lutte pour la vie, on V. Volterra et U.

d' Ancona ont def'r i che l e terrain, en e c r-it gener-alement que la varia­

tion relative d' une population est une fonction donnee des deux popula­

tions en competition :

(16) x/x = X(x,y) ; sl : = Y(x,y)

Ceci suppose les populations assez nombreuses pour que les fluctua­

tions a Ieatoi r e s soient neglfgeable s , donc que l 'on se trouve loin de

l'origine ; or, c'est l'origine que nous trouverons comme point s ingu­

lier.

II Y a It! une difficult e .

Les conditions que doivent satisfaire X et Y dependent du p roble­

me : coexistence proie et pr-edateur , ou concurrence pour obtenir une

nourriture dont la quantrte est Iimit.ee , ou enfin symbiose. Une mise au

point r-ecente due a A. Roscigno et J . W . Richardson (4) donne les con-•
ditions suivantes pour le cas du couple proie (x) et predateur- (y) :

pour Ia proie , x deer-ott lorsque y c r oi t : dX/ dy < 0 ;

a x/y constant , les r-encontre s sont d'autant plus Irequentes

que y est plus grand : dX/ dS < U Ie long d'un rayon vecteur S;

s i x et y sont petits , x or-ott : X(O, 0»0;

si y > Y , la proie ne peut se multiplier : X(O, y ) = 0;
o 0

si x>x , la multiplication est impossible meme en l'absence
o

de pr-edateurs : XIx ,0) O.
o
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quant au pr-edateur , ou trouve de meme les conditions

dY/dy < 0; dY/dS > 0 ;

et 3 xl< x 0 : Y (x 1 ' 0) = O.

On peut ecrire des conditions analogues pour les deux autres pro­

blemes .

Cette formulation permet une discussion suivant les methodes clas­

siques. Outre l'objection que nous avons faite au sujet du voisinage

de l'origine, il par-aft difficile de dire jusqua que I point elle est ac ­

ceptable; des hypotheses diff'er-entes appar-ai s serit comme tout aussi

plausible . Ainsi, Maravall (5) postule que la mor-taIit e de la proie croft

comme Ie nombre des rencontres, donc comme Ie produit xy, alors

que la mortalite du predateur- est proportionnelle a la difficulte de

rencontrer la proie, soit a y/x: il ecrit donc

x = ax - bxy

y = cy - dy/x

doti l'equation diff'e r-errti eIl.e des trajectoires , du type (2),

(18)
dx

dy cxy - dy

6, 4 . L'etude des oscillations dans les r-eseaux hydrauliques a chemi-

nee d'equilibre est essentiellement un pr-oblerne non Iineai r-e a cause

des pertes de charge par frottement dans les tuyaux , qui sont au

moins une fonctions parabolique de la vitesse. Coristder-ons de plus

avec Binnie (6) Ie cas d'une chemiriee a section variable , inversement

proportionnelle a la cote h : lars d'une fermeture brusque des vannes,

on aura dans la cherninee une hauteur d'eau

(19)
2

h =D-Kv '-Lv/g

(D di arnet r e et L longueur de la conduite) ; e t I ' equation de continuit e
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(20) av (c/h) h.

d'ou finalement

(21)
·2

h + mh /h = Mh-D-h

avec m = (Kcg/ a L) - 1; M =ag/ cL. C' est une equatton a point singulier

multiple , qui se r-arns ne au systeme

(22)
dx

xy

dy
2

-py + qx 2 (r-x)

dt
x

du type (2), en e cr-ivant x pour h et y pour x. Nous reviendrons sur

la discussion de ce systeme.

6, 5. Consider-ons enfin un exemple tire de la theor-ie de la comman­

de (7) : soit un oscillateur soumis a un asservissement fonction de l'e­

cart x entre l'etat observe et l ' etat de ai r e ; la forme non Iineai re la

plus simple que puisse prendre la force de rappel est celle ou la de­

rtvee seconde de l'(lcart est Iirnit ee. A . J . Lerner donne alors de cette

force l'expression

d' ou l 'equation differentielle

(23) i + i + l~fl/2 sgn x = 0

apr-es elemination des coefficients nume rtques grace a un choix conve­

nable d'unites pour les variables . Argerni transforme cette equation en

• . 1/2 0 ( 1posant x = y , purs X = U pour x ~ on remarquera que es

trajectoires sont symetriques par rapport a l'origine dans Ie plan x , y) .

D-'ou

(24) lu:~-- + y + u = 0

ou encore , dans Ie demi plan u >.- 0, Ie syst ern e
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(25)

qui est du type (2)

y; y -2u(u+y)

6, 6. Nous avons , je pense, donne suffisamment d'exemples va-

r-i e s pour morar-e r que Ie type d ' equattons conside re intervient, di r ecte­

ment ou apre s transformation convenable , dans de nombreux problemas

d'origines tr-e s diverses. Je vais maintenant dire tr-e s br-ievement comment

J. Argerni les traite , etant bien entendu que sa methode n'est pas la

seule possible , et que notamment c'est celle de Keil ,(8) , qui sappuie

sur Ia conaideration des isoclines, qui a gener-alement ~te utilisee pour

r-esoudr-e les pr-oblerries en question.

Considerons d'abord Ie cas du systerne homogene

(1') dx/dy = X (x,y)/Y (x,y)
m m

L'jde e directrice est d'~tudier Ie systeme par 13. transformation

(x,y) ~ (x , A = y/x)

qui donne

(26) dx/d A xX (1, A )/F(1, A)= xG(A),
m

oil F( A) = y
m

pa r-amet r ique

(1, A) - AX (1, A). La solution s iecr-it sous forme
m

(OA GJc (0() dO<

x(A)=Ce y (}d = Ax(f,).

La discussion de la singularite a l'origine tourne autour des ze r-os de

F : s'il rr'y en a point de r e e Is , on a affaire 3. un centre ou a un foyer .

o sera un centre si et seulement si

I = 10') G(O<)do<. = 0 ;
-0()

si I ==1= 0 Ie de roulernent des trajectoires se fera dans Ie sens
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direct ou inverse suivant que I sera positif ou negatif' . Si F a des zeros

reels distincts , il leur correspond des trajectoires rectilignes dans

(x , y) ; il s' agit de savoir si Ie secteur de'lrrnit e par deux telles trajectoi ­

res successives est elliptique, parabolique ou hyperbolique .. Or les pro­

prietes des trajectoires sont les memes dans Ie plan original et dans

Ie plan (x , A) ou les points s inguliers sont r epartts Ie long de x 0

et non confondus , ce qui rend leur etude facile . Quelle que soit la mul­

tipltcite du zero )... , on aura affaire
1

~ un noeud si P( \) = Xm(l , A)F'). =>. .>0 ou P-tO+pour A~-t
1

a un col si P(A.) < 0
1

ou P~O+ pour A-JoA
1

a un noeud- col si P s' annule en changeant de signe lorsque

11 n'y a pas d'autres possibilites que ces trois-lao

Les signes que prend P( A) lorsqueA tend vers un A. par valeurs
1

supe r-i eur-e s ou i nfe r-ieur-e s deter-minent la nature des secteurs :eIHpti-

ques si ++ , hyperboliques si - -, parabolaque s a gauche ou ~ droite si +-

ou -+ (Ie plan x , A est suppose oriente dan~ Ie sens des Acroissants) .

Si l'on examine,les uns apr-es les autres les points singuliers r-epartrs

sur la droite projective en s'eloignant de l'origine , deux noeuds conse­

cutifs donnent naissance ~ deux secteurs elliptiques, deux cols consecu­

tifsa deux secteurs hyperboliques, un noeud suivt d'un col ou un col

suivi d'un noeud -- a deux secteurs paraboliques. La situation se fom­

pfique un peu dans Ie cas des noeuds-cols : si deux tels points se tui­

vent en se pr-e sentant leurs cotes noeud, les secteurs seront elliptiques;

s'ils se pr-esentent leurs cotes col, ils seront hyperboliques; si les co­

tes sont ·de natures contraires, ou si un noeud-col est suivi par un noeud

ou par un col, les secteurs sont paraboliques.

Le nombre total des secteurs elliptiques (E), ~yperboliques (H) et
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paraboliques (P) ne saurait depasae r 2m+2 (theor-i e de Bendixson) ; on

peut montr e r que E ~ 2m- 2, et que P ~ 2m si m est pair, et ~ 2m+2

si m est impair; il est ai se de voir que si E atteint sa borne , H = 0

et P = 4 ; si inversement H = 2n;t+2, E O.

Une discussion analogue peut etre faite pour Ia stngular-ite a l 'in­

fini, en fa isant une inv e r sion de pu issance 1 par rapport a 1'origine ;

les r-esultat s sont analogues aux precedents, en transposant les secteurs

elliptiqu e s e t hyperboliques .

Le syste rne (2) que nous avons e cr-it au debut de cette Ie con peut

etre con s t de r-e comme un per't u r-be du systerne homogene que l'on vient

d 'examiner. Pour

(2')

plus de s tmpltcrte , consi de r on s le ca s particulier

.E- . qx = y + L X (x , y) ; y = L Y (x , y)
1 m 1 m

OU X , Y sont des formes homogenes a coefficients reels . Nous passe­

rons i ci encore au plan (x , A), ce qui donnera Ie systeme

(27)

OU X (A), Y (A) est une ecriture abr-egee pour xu. A), Y(l ,A) . On ve-

rifie (par une transformation analogue ll. la pr-e cedente) que ce systeme

est regulier en x = 0 , f Al = 00 , il suffit done dt etudie r son portrait

topologique au voisinage de l'origine .

Or ce portrait est Ie meme que celui du systeme r~duit a s es ter­

mes des premier et deuxierne ordre , soit

(28) x = Ax +
2

ax

). = ),2 + bx + (c-a) Ax + d.,,2

otJ. l'on a e cr-it , pour abr-eger , a pour X
2

(0 ), b pour Y
2(0),

c pour Y;{O)
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et d pour Y3 (0) . La discussion est parttculier-ment simple lorsque

b =F= 0 : on passe alors au plan ( A,r) en posant x = "'>..r, ce qui don-

ne

Le portrait .a u voisinage de l'origine de ce systerne est, ~ son tour ,

celui du systeme r-eduit

(29)

pour lequel on obtient un col , avec les directions asymptotiques des

deux axes et la droite de pente )J-/A = 3/2b. En revenant au plan

(x , A) Ie portrait estcelui de 19. deuxi~me ' figure , et enfin dans Ie

plan (x , y) l'origine est un point de reh-')ussement ; il y a deux secteurs

hyperboliqties et E = P = 0

Nous avons pris b > 0, mais on remarque que Ie systeme ne change

pas lorsqu'on fait l a transformation (b ,A , t) ~ (-b, - A, -t). Les va-.

leurs des consta nt e s a , c , d . ne jouent pas de role dans hi deter-mina -

tion du por-tr-ait topologique .

Le cas b = 0 est beaucoup plus cornplique. Si d = ac X et Y ad­

mettent un diviseur commun, ce qui pr-e sente de grosses diff'i culte s .

Di d =F a c , on peut, comme tout a l'heure , se borner a examiner Ie

systeme r-eduit a ses termes d'ordres 1 et 2 , m ais il y a divers cas
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subor-donne s qui dependent de la nature des directions propre s . Nou s

nous contenterons de r e surner les r e sultat s de 'Ia dis cu ssion dAr-gerni

( 6 est Ie discriminant de l'~quation aux directions prop r e s) :

H E P

6 > 0

6 = 0 .

6 < 0 .

{ d

d > ac

< ac ; c-2a >0

4 0

1

o 0

o

2

o
o l'origine est un centr-e

ou un fo yer la discrimination entre c e nt r e et foyer en est gener-al diffi­

cile.

6 , 7. A t it r e d'illustration , reprenons l'l:!quation de Binnie concernant

les cherninee s d ' equi Iibr'e , que nous re cr-Ir-ons

(30) dx/dy = dy/
2 2

[-py + qx (r-x)] = dt/x :

i1 Y a deux points singuliers , (O ,O)et (r,O) . En ce dernier , Ie jacobien

vaut

y
2

-3qx +2qx r

x

- 2xy

o
2

-qr

r

o

de sorte que le produit des valeurs propres est positif . leur somme nul­

Ie : la s ingularit e ne peut etre qu'un centre ou un foyer , et par raison

de symet r-Ie elle est un centre .

Quant a l'origine, i1 faut consrde re r dans son voisinage l e systeme

r-eduit

(31)

pour. lequel

2 2
Jx/dy = dy/(qrx - ~y ) ,
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(3 2 )
2- >.. (1+p) + qr

Le s deni directions propres sont +
1/2 . 2

(q r / 1+p) , e t XF' =-2(1 +p)A:

e st n~ga~f (r a ppe lon s- nou s que p, q , I' sont positifs de par leurs signi­

fications ph ys iques) . L'orlgine e st doric un col multiple. Dans Ie demi­

plan x<o , il y a trois s e cteurs hyperboliques sans pa r t.i cularite s (qui

ne pre s ent e nt d'ailleurs pa s d'intedH , la hauteur d' eau x dans la che­

m ine e eta nt positive); dans Ie demi-plan de droite ,la presence du cen­

tre en (r,O) modifie l'aspect de s s ect e u r s sans quil s c essent d'etre

hyperboliques par rapport A l 'origine : les deux d erni s s e par-at r-i ce s for­

ment une boucle enfermant Ie centre e t les traje ctoi r e s fe r-me e s qui

l' e nt our-e nt: quant aux deux secteurs hyperbolique s qui a dmet t ent pour

f'r-ont i er-e l'axe des y , ils se fondent en un seu!. Suivons une t r a jectoi­

re qui part de y t r-e s grand , x t r-es petit : sa pente dy/dx croit j u squ 'a

0 , valeur qu' elle a tteint pour

x = 2r
3

puis elle dee r-oft denouveau jusqu '!l, - co a son point . d 'intersection avec

l 'axe des x , cr-oft. [usqua 0 et deer-ott jusqua - oo s ymetr-iquernent a

son premier demi-parcours. On a done Ie portrait suivant , avec une re ­

gion de solutions per-iodique s et une r-egion oti se produit quelque chose

comme une onde solitaire :
y

Pour ter m i ne r , exa m inons a la Iurnfe re de ce qui p r-e cede l'~qua­

t i on de Lerne r

(25) u y; y = -2u (u +y ); u > O.
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Elle est du type que nou s avons di s cut e , avec b =t-= 0; mai s la limi­

tation sur Ie signe de y introduit une petite complication: il nous fau­

dra mutiler la famille de trajectoires x , y en la limitant 11 un demi-plan,

et lui a ccoIe r , dans l'autre demi -plan, sa symet r ique . On n'aura done,

de part et d'autre de l'axe des y, que les arcs qui contournent l'ori­

gine. D'autre part, un tel arc est parabolique y = bx 2, soit

2 2
u + 3y /4 = corist ,

et la valeur de la constante est negative , puisqu'elle est
2

-3uy : de

sorte que I' arc issu d 'un point de I' axe des y recoupe cet axe plus

pre s de l'origine, se recolle ainsi a un arc plus petit, et ainsi de

suite : 0 est done un foyer (d'ailleurs il n'y a pas de tangente r-ee Ile

11 l'origine) . Cette conclusion est conforme a celle de Sansone (Lerner,

lui , avait cru trouver un noeud) .
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