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Lamberto Cesari
Department of Mathematics
The University of Michigan
Ann Arbor, Michigan, U.S.A.

We present here outlines of a series of research papers in non-
linear analysis, all centered on the concept of bifurcation equation,
and mostly relying on methods and ideas of functional analysis.
While we do not claim completeness, we attempt to give a fair view

on relevant trends in the field. 1In each of the following short

presentations we list a few bibliographical references.
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Lamberto Cesari

I. PERTURBATION PROBLEMS FOR PERIODIC SOLUTIONS OF
. ORDINARY DIFFERENTTIAL EQUATIONS

The approach described below for the problems under consider-
ation‘was developed in the years 1952-60 and was later framed in the
general method we will describe in Part III. Nevertheless the re-
sults obtained by this approach and the detailed technique which was
correspondingly developed required a presentation of their own.

Iet us consider a system of ordinary differential equations of

the form
du/dt = A(e)u + & f£ft,u,g) , (1)

where € is a small parameter, A is an nxn real or complex constant

U ),

matrix whose elements may depend on €, u = col(ul,..
: n.

f

1l

col(fl,...,fn), and f(t,u,e) is periodic in t of some period
1. = Z«/w, or is independent of &, and then (1) is autonomuos and L

is arbitrary. Instead of (1) we may consider the analogous system
du/dt = Aleg)u + & flt,u,e) + F(t) , (1Y)

where F(t) is a given periodic function of t. We are interested in
the possible pericdic solutions of system (1), or (1'). They are
some-imes czlled periodic oscillations, and indeed, they represent

actual oscillatory phencmena of corresponding physical systems. The
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periodic solutions of system (1), when this is autonomous, are often
called cycles.

System (1) is often thought of as a perturbation of the linear
system with constant coefficients du/dt = A(O)u. Its periodic
solutions, if any, may have large amplitude, even if e is small.
The term F(t) in (l’)fis often denoted as a "large" forcing term.

Systems (1) and (1') (for € # 0) are not any easier to handle
because € is "small." The phenomena which (1) and (1') may repre-
sent (resonance, nonresonance, harmonic oscillations, subharmonic,
higher harmonics, cycles' frequency depending on £ for autonomous
systems, entrainement of frequency, or locking of frequency, sta-
bility of the corresponding solutions) are varied and complex
(cfr., e.g., L. Cesari [10] for some references).

We shall now mention briefly a simple process for the deter-
mination and study of periodic solutions of systems (1), or (1'),
and some of the related phenomena. In Part III we shall frame this
process in a general method for boundary value problems.

To begin with, let us first consider the case of a system (1)

with A = 0, or

du/dt = € f(t,u,e) , u = (ul""’un) ’ (2)
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where f£(t,u,e) = (fl,...,fn) is, say, defined, continuous and peri-
odic in t of period L = 2r/w in the domain -oo < t < +oo, |u| < R,
le] < €, for some R, € > O.
= %5 o
Let S denote the space of all continuous vector functions
p(t) = (ml,...,mn) periodic of period L, and let us take in S the

uniform topology. For peS let Pp = (Pwl,...,Pwn) = L—l

Ig o(t)dt
denote the mean value of @. Thus, Pp is the constant vector whose
components ij are the mean values of the components ¢j of 9. Also,
P can be thought of as an operator P: S + S, and as such P is
linear, idempotent (that is, PP = P), and is a projector operator.
Let ¢ = (cl,...,cn) denote any arbitrary constant vector with
le] <r <R, §=1,...,n, for some fixed r, 0 < r < R. Let 5,
denote the set of all geS, ¢ = (ml,...,mn) with Pp = ¢ and |o(t)| <

R. We consider now the transformation Vv = To defined for every

@eSC by
V(t) = c+e f[f(TJW(T)rE) - mldt ,
m = Pf(T,0(7),e) . (2]

Here m is the mean value of the periodic function f(T,p(7),e);
hence, f(7,p(T),e) - m has mean value zero, and [ in (3) denotes

the unique primitive periodic of period L and mean value zero, so
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that VeS3, PV = c.

Since |c|< r<R, it is easily seenthat, for |e| sufficiently
small, we also have [¥(t)| <R, and thus T: S, % 5, It is easily
seen also that Sc is a convex subset of S, and that T(sc) is com-
pact. By Schauder fixed point theorem there is, therefore, at least
one element ueSC which is transformed by T into itself, that is, a

fixed element u = Tu of T, asy u(t;c,e). Rélation (3) for @ =¥ =

u, shows that u is a solution of the modified differential system
du/dt = e[f(t,u,e) - m], m = PF{t;ult);e) .

Moreover, if we assume that f(t,u,e) is Lipschitzian with respect to
u in the domain -o0o < t < +oo, [u| <R, |e| < €.s then, again for
|€| sufficiently small, T is a contractio, and thus the fixed
element u = Tu is unique and depends continuously on ¢ and E.

The guestion remains as to whether, again for |e| sufficiently
small, we can determine c¢ = (cl,...,cn) = ¢(g), |e] < r, so that
m =\(m1,...,mn) = 0. The equation m = 0, or mj e 0y J = L pseyify
is a first instance of what we shall denote the bifurcation equa-
tion, or determining equation. If c(e) is any solution of the
bifurcation equation m = 0, then u(t,c(s),s) is a periodic solution

of the original differential system {2).
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For this process and various modifications, one of which is
mentioned below, we refer to L. Cesari [6]. A linear version of
it was proposed by Cesari in [5], and variants and applications
have been discussed by R. Gembill and J. K. Hale [17]. As men-
tioned, we shall see in Part III a more general process for boundary
value problems.

Let us consider a periodic system (1) of period T = 2n/w of
which we want to determine solutions of some period in rational
ratio with T. ILet pl,...,pn denote the n eigenvalues of A (which
in general depend on g£), and let us separate those pl,...,ov which,

8 €+0, approach purely imaginary numbers pj(O) =it = iajaybj,

J
. >
J = 1yeeeyv, aj, bj integers, bj 5105 a.j = 0, from those pv+l,...,pn

whose limits as £+0 are complex or real numbers different from any

; i >
number 1aa¥bo, b, =b,.eb , a 1ntege?, a 2 0. Here v denote any

integer 0 < v < n, and the case v = 0 is particularly simple, and
we shall not discuss it here. Correspondingly, we can reduce A

in (1) to the form diag(Al,Ae), A) with eigenvalues p.,...,0 , A

1 2

with eigenvalues pv+l,...,pn. To simplify the present exposition
we assume that all roots pl,...,pn are simple, so that we can
reduce A in (1) to the diagonal form A = diag(pl,...,pn). We shall

denote by B the analogous matrix B = diag(iTl,...,iTv, pv+l""’pn)'
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Let S denote the space of all continuous vector functions

o(t) =_,(q)1""’tpn) periodic of period 2b°«/w, and let us take in S
the uniform topology. Let P be defined now by Pp = (Rpl"”’Pq)v ’
0y.4+50). For the sake of simplicity let us assume here that f(t,u,
) is defined, continuous, and periodic in t of period L = 2x/w, in
the domain -oo < t < +0o, |u| <R, |e| < g, for some R, £ > 0. Let
c = (cl,...,cv,o,...,o) denote any constant vector (with Crreeesty #
0) and |e| < r <R. Let z(t) = (cleiﬂt,...,cveth,o,‘..,O). Let
Sc denote the set of all @eS, ¢ = (tpl,...,cpn) with P(e_Bt:p) = ¢ and

lp(t) | < R, so that zesc. We consider now the transformation v = Tp

defined for every cpesc by

W(t) = z2(t) + e e tfe PrE(T,0(T),e) - Do(t)lat ,
()

-BT
D = aiag(d,...sd ,0,...,0) , De = Ple " f(7,0(1),e)] .

It has been shown in [6] that it is possible to choose the primi-

i : " - ~ =Bt -Bt

tives in (4) so that ¥ is periodie, ¥eS, P[e ~ ¥] = Ple =~ z] = c.
Since [e| < r <R, it can be proved (cfr. [6]) that, for [g]

sufficiently small, we also have [¥(t)| <R, and thus T: 5§, 5.

It can also be proved (cfr. [6]) that Sc is a convex subset of §,

and that T( Sc) is compact. By Schauder fixed point theorem there

is, therefore, at least one fixed element uesc, u = Tu, say
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u(tjc,e). Relation (4) for @ =¥ = u shows that u is & solution of

the modified differential system

du/dt = (B - eD)u + & f(t,u,e) ,
De = Ple TUe(t,u(t),e)]
D —-—

diag(dl,...,dv, G500 .

Again as before, if we assume that f(t,u,e) is Lipschitzian with
respect to u in the domain -0o < t < 400, |u] <R, |e| < e, then,
for |e| sufficiently small, the map T: S, + 8, is a contraction
(cfr. [6]), and thus the fixed point u = Tu in S, is unique, and it
can be proved to depend continuously upon c¢ and €.

The question remains as to whether, again for |e| sufficiently
small, we can determine ¢ = (cl,...,cv,O,...,O) =c (e), le] <, so

that B =€ D = A, that is,

iawb, -ed, c, = p.&) [ T
J/J j DJ( 2 ’ )

J
The equation B - € D = A is the bifurcation or determining equation.
If c(e) is any solution of the bifuration equation, [e(e)| < r, then
u(t,c(e),e) is a periodic solution of the original differential

system (1).
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The argument above remains the same for autonomous systems,
with the difference that now w = w(e) is among the unknowns in
solving the bifurcation equation, and, on the other hand, the phase
in the solutions must remain undetermined, so that v is still the
number of essential unknowns.

Under sole conditions of continuity the existence of solutions
to the bifurcation equation, and hence to the original problem, can
be assured by the use of the concept of topological degree and of
fixed point theorems. Actually, the following statement by C. Miranda
has been shown to be relevant [6]. It is an equivalent form of
Brouwer's fixed point theorem. This statement concerns vector
valued continuous functions F(z)=(Fl,...,Fn) defined on an interval
c=[z= (zl,...,zn) | lzil <R, 1l & lunnyils If F, has constant
opposite signs on each of the sides zi = o Ri of C, then there is at
least one point zeC where F(z) = O (C. Miranda, Boll. Un. Mat. Ital,
3, 1941, 5-7).

For the case v = 1, which is the most usual one, much less is
needed, since then the bifurcation equation reduces to a single

quation in one real variable, and all is reduced to the verifica-
tion that a function F(z) of the real variable z has opposite signs

at the end points of the interval [-R,R].
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For any v > 1 and f smooth, much more elementary considerations
based on the implicit function theorem of calculus lead to simple

and practical criteria for the existence and determination of

¢ = c(e) for |e| small.
The following theorem (cfr. [6]), corresponding to the case
v = 1, is a particularly simple statement for autonomous systems

which can be derived from the above process.
Let us consider the system of first and second order differ-

ential equations

2
y; toy, = € fl(y,y',s) ’
: 2
y; & guﬁyj + adyj = & fj(y’y'ﬁs) ’ J = 25..05m, (5)
vi t By = efyyte) . § = prlm,

where y = (¥_seee,¥ ): AR T AR 46 TR R i R ): 1=
1 1l
1 n 8] n

v < u < n, where o, (g), 03(5), Bj(e) are real continuous functions

J
of € (or constants), 0 < € < €y and oj(O) S 0y 3 = yeeigily

BJ(O) £0, j=p+1,...,n, and either aj(o) # 0, or O‘J(O) = 0,
UJ(O) # 0 (mod 01(0)), J=2,00.,u. We assume a.=b =1, ¢
Ri = Ty and ¢ is now a scalar. We assume that f(y,y',g) is

Lipschitzian in y,y' and continuous with respect to € for
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1 |
lyl <R, ly'l <R, 0<e< Eyr Foro, <w<a ,0<r <A<
A€ A" < Fo < R, L = 2r/w, let
, 1 o =
P(A,w) = (LA) fo fl{Kw sinwt,0,...,0,Acoswt,0,...,0;0)coswt dt.

(I.i) If for some @, < <o

i - A< Ko < A", we have

P(Ko,ub) = o, and P(K',mb), P(R",U%) have opposite signs, then

there is an N > 0 such that for every g, 0 < € < El system (5)

has at least one periodic solution of the form
1
(

Ne)w (g) sina(e)(t+0) + O(e) ,

]

yl(t,z-:)
yjtt,ﬁ) = O(g) , § ® By.aesli,

for convenient uf€) E[G% ,uga], Ae) e[A',A"], o(0) = @, AO) = A

1 o’

and the phase © is of course arbitrary.

For details and proofs of this and other general existence
theorems and criteria for periodic solutions for systems (1), peri-
odic, or autonomous, we refer to Cesari [6]. See also [6] for ex-
tensions to types of linear systems more general than (l), exten-
sions to the case where f satisfies weaker forms of the Lipschitz
condition, and extensions to quasi periodic solutions.

For systems (1') containing a large forcing term F(t) =

(F ,...,Fn), say F periodic of period L = 2x/w (F large in the sense

1
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that it does not vanish with g), the existence of perturbation-type
solutions requires in general that P[e-BtF(t)] = 0. In this situ-
ation, the linear system u' = A(O)u has a periodic solution U(t),
and the change of variables u = U(t) + v transforms the nonlinear
system (1') into an analogous system (1) without forcing term.

In the discussion above the case v = 0 is rather elementary,
and the determination of periodic solutions for the nonlinear
gase does not require the analysis of bifurcation equations.
%

th :
If we consider z(t) as the 0  eapproximation z (t) of the

+1

periodic sclution of system (1), then the iterated scheme zn

Tzn, n = 0,1,..., can be used in combination with the equation

A to get successive approximations of the functions c

B - €D
c(e) and of the periodic solution u(t,c(e),e) for |e| sufficiently
small, Preliminary work has been done by J. K. Hale and R. Gambill
[14-17,19-24] who studied in detail this method of successive
approximations and discussed many applications of this method
(efr. particularly [17]). A relevant improvement in the method of
successive approximations has been proposed recently by C. Banfi and
G. Casadei [2-4].

The case where the matrix A in system (1) hes multiple eigen-
values has been studied in detail by C. Imaz [30] by the approach

described above.
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As mentioned, J. K. Hale and R. A. Gambill discussed in [17]
great many examples by the method above: e.g., the autonomous

van der Pol equation

w" +u = a(l-ue)u' y
the nonlinear Mathieu equation with large forcing term

" 2 3

u" + g u = A cosPut + (Bxcos 2wt + Cu’) ;

the van der Pol equation with mild forcing term:
2 =l
u" +ou = g(l-u)u' + e pucos(wt + @) ;
the generalized van der Pol equation .
2m

u" +o0u = g(l-u” )u' + e pucos(wt + ) ,

with m integer and large (almost square characteristic function);

the system of two nonlinear Mathieu equations

2 : 2
g(Au + Bu cos t + Cuj +Duv ) ,

=
+
Q
[t

i

2
e(Ev + Fy cos t + Gv3 + Ha v) 3

<
+
a
<
I

the autonomous system of two norlinear equaticns
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2 2
u" +u - g(l-u"-v )u' = sfl(u,v,v') + egl(u,u',v,v')v 3
" 2 2 t S 1] 1
v" + 2v - g(l-u-v Jv' = Efe(u,u SV) + egE(u,u V¥ i YL
with
fl(-U;V;V') = 'fl(u;V:V')r fe(u,u',-v) e -fe(u,u',v).

For instance, the latter system has, for IEI sufficiently small, two

cycles given by

u = Asin(wt + ¢) + O(g) , v = 0(g) ,
A = 2+ 0(€), w=1+0(‘e),

and
u = 0(g), v = Asin(wt + ¢) + O(€) ,
A = 21/2+0(5) 5 @ = 21/2+0(£—:) "

J. K. Hale [21,2L] proved, by the same method above, the existence
of families of periodic solutions and of cycles for systems (1)
under suitable symmetry relations.

Of a number of Hale's théorems concerning families of periodic
solutions of systems (1), we report here only one concerning autono-
mous systems (under sole Lipschitz hypotheses as proved in [e1.
This theorém guarantees the existence of a (n - p + 2)-parameter

family of periodic solutions (cycles).
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Let us consider the autonomous system

yi o+ aey

b I ef:)(y’y.’e) 4 3= Liceosm,

-

p+l,...,n, (6)

]

ed
e
]

Efj(Y;.V':E) s 3

where y = (yl,...,yn), y' = (y]'_,...,yll), £f=(f ,...,fn)I, where f is

1
Lipschitzian with respect to y, y' and continuous in e for |y| <R,

ly'l <R, 0 esE;
(I.i1) Let us assume, for f, only, that
£ (0 e w O, ¥ 5eeeyy'se) = 0
1( :Y2: ;Yn: 2Ypr ;Yu; ) »

and that either all £ , J = 1,...,n, are odd in (yl,...,yu), or £,

J,
is even and f_,...,f are odd in (¥.,...,¥ ,¥'). Suppose o.{g) > 0O,
2 n 2 TRAT] 1

3 =1,...,u, are continuous functions of & (or constants), with
cj((}) # 0(mod 01(0)), J=25.c0;p. Teke o = 01(0), ard let r, be

any number O < r, < R. Then there exists an €7 0<e, < €, such

1

that, for all g, 7\1, “1"“”‘:1—,;’ 0< 7\1, nl,...,nn_u < T, 0<ex<

€y system (6) has a real periodic solution of the form
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-1 "
yl(t,s) = ng) sinot + O(g) , or yl(t,s) = le cosat + O(g) ,
yj(t,s) = o(e) , J = 2500050,
yj(t,s) = n,_ +0(g), J = p+1l,...n,
where ¥y is odd or even in t, ye,...,yﬁ are odd, yp+1""’yn are

even, where w = u{e,hl,nl,...,nn_u) is a continuous function of the
same parameters, w = @ for € = 0, and t can be replaced by t + e,
o

the phase 6 being arbitrary.

The following examples, all derived from the statement above or
by analogous theorems (cfr. [21,24,6]), may illustrate the situa-

tion. For instance the simple equation

u" +u = ef(u,u') ,

with £(0,0) = 0, and either f(u,-u) = £(u,u'), or f(-u,u') =
-f(u,u'), hac a family of cycles of the form u = Ka;lcos(am + ) +
o(e), or u = Nn’lsin(mt + 6) + O(e), with @ = &(A,e) =1 + O(g), A,
¢ arbitrary, |e| sufficiently small. We may take for instance

2

f=u+u + u'2, or f = |u|l + |u'l, or £ = |ulu'. As another

example we may consider the system

u" +u = g(l-|v[)u', v' +2v = g(l-|u|)v',
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which has two families of cycles respectively of the forms

u = }nflcos(am + ¢) + 0(g) , v = 0(g) ,
o = a{M\e) = 1+0(€),

and -1
u = 0(g), v = Mo cos(at + ¢) + O(g) ,
o = a(he) = 21/2* o(e) ,

A, ¢ arbitrary, |e| sufficiently small.

As & further example let us consider the third order equation
[ 2’ - ’ n
u +ou = ef(u,u’,u",e) ,

where f(u,-u',u",g).= -f(u,u',u",e). J. K. Hale proved that this

equation has a family of cycles of the form

-1
u = c,0 cos ot + c, + o(e) ,

with u(cl,c yE,-t) = u(cl,c ;E>t), where ot can be replaced by

2 2

ot + 9, ¢ ¢ arbitrary, [cl[, '°2|-S r, <R, and |e| suffi-

1’ 2’
ciently small. Thus, for |e| sufficiently small, the third equation
above has a three-parameter family of cycles.

Also, the question of the .asymptotic stability of the periodic
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solutions of system (1), and of the asymptotic orbital stability of
cycles of autonomous systems,’can be discussed by using essentiglly
the same technique, as shown in papers by Cesari [9], J. K. Hale
[20,26-28], R. A. Gambill [14-16], H. R. Bailey and R. A. Gambill
[11].

A. Halanay in his book [18] described the method of successive
approximations mentioned above. More extensive accounts of the
research described in this Part I are in the books by J. K. Hale
[29] and by Cesari [10]. Finally, it should be mentioned here that
J. Mawhin, by the more general method we shall describe in Part III
for boundary value problems not necessarily of the perturbation type,
has improved some of the results for problems of the perturbation
type which had been obtained by the present approach (see Part III

for references to Cesari's extended method and papers by Mawhin).
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II. PERIODIC SOLUTIONS OF NONLINEAR HYPERBOLIC

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Here again, as in Part I, we describe another aspect of the
same process of which we shall see a more general form in Part III
for boundary value problems. We shall consider here the question of

the possible periodic solutions of nonlinear differential equations

of the type

uxy = f(x,y,u,ux,uy} 4 u = (ul,...,un) g (1)

or of the systems of nonlinear wave equations
u_ =-u = f(x,y,u,u ,u u = . 2
vy (x,y,u, % y) ) (ul’ ’un) # (2)

or of other systems of nonlinear hyperbolic partial differential
equations. Here again it was shown by Cesari [1-6] that, by taking
into consideration suitably relaxed.problems, it is possible to
prove, for -he relaxed problems, general existence theorems, unique-
ness theorems, and theorems of continuous dependence uﬁon the data.
The solutions of these relaxed problems are then solutions of the
original problems whenever corresponding "bifurcation equations” can
be satisfied. J. K. Hale, D, Petrovanu, G. Hecquet, and others have

further developed this kind of argument in the present context.
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As an example, let us consider the problem of the solutions
u(x,y), of system (1), periodic in x of some period L in a strip
-00 < x < 400, -a <y < a, with a >0Osufficiently small, and f also
periodic in x of period L. Cesari [1,5] found that a suitably re-

laxed problem is of the form

) -1.L
uxy = f(x,y,u,ux,uy) -m(y), mly) = L _% fix ,

and this corresponds to the projection operator P mapping any func-
tion v(x,y) periodior in x of period L, into its mean value Pv with
respect to x. The solution u(x,y) of the relaxed problem is uniquely
determined by Darboux data u(x,0) = uo(x), u(0,y) = VO(YJ + uO(O),
VO(O} = 0. Criteria are then given in order that, for a given uo(x),
we can determine vo(y), -a <y<a, for a > 0 sufficiently small, in
order that the bifurcation equation m = O be satisfied. One of these
criteria was actually derived in [5] from a novel implicit function
theorem of the hereditary type based on functional analysis (Cesari
(41).

As another example, let us consider the problem of the sclutions
u(x,y), (x,y,)eEE, periodic in x and y of a given period L, of system
(1) with f also pericddic in x and y of the same period. Cesari [3]

found that a sultably relaxed problem is of the form
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uy = fOuyuu,u) - n(y) - a(x) - u, (3)

-1.L -1.L -2,L.L
m(y) = L ['fdx, n{y) =L [ fdy, u = L "[T[" fdxdy,
(0] 0 0-0
corresponding to the projection operation P mapping any doubly peri-
odic function v(x,y) into Pv, the sum of the mean values of v with
respect to x, with respect to y, and with respect to (x,y).

Let us consider more closely the last mentioned problem. Let

N;Ni,NE,K,bl,bE,Ml,N%,NB > 0 be given constants satisfying

-1 2 y
B N )L + > > .
Ml_N+2 (N1N2)L 3KL ,ME_N1+3KL,N%_N2+5KL

and let R denote the set R = E, x [u,p,q,eEnl Ju] < M, Ip] < M,
la| < M3]' Let uo(x), vo(y) be periodiec functions of period L, con-
tinuous with their first derivatives ué(x), vé(y), satisfying

- 1 1 -
v (0) =0, iuo(o)] < N, |uo(x)| <N, lvo(y)| < N,, and let f be con

sinuous in P With |f(x,y,u,p,q)| < X, and

If, in addition,
2lb, <1, 2Ib, <1, (1)

1

then Cesari [3] proved, by application of Schauder's fixed point
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theorem, that there is at least one function u(x,y,), (x,y)eEe, con-
tinuous with ux’uy’uxy’ and periodic in x and in y of period L, such
that (5) is satisfied. Moreover, if f(x,y,u,p,q) is Lipschitzian
also with respect to u of a suitable constant (not too large as de-
tailed in [3]), then the solutiop u(x,y) to the relaxea problem (3)
with Darboux data uo(x), vo(y) is unique, and depends continuously
on the data uo(x), vo(y) (in the uniform topologies of u,ux,u‘Y and
u,v ,ué,vé). Criteria are then given in [3] in order that suit-
able functions uo(x), vo(y) can be found for which the bifurcation
equations m(y) = 0, n(x) = 0, u = O are satisfied. All these re-
sults are also used in [3] to derive analogous theorems and criteria
for the system of nonlinear wave equations (2).

Well within the frame of the present approach, A. K. Aziz [10],
by more stringent estimates, slightly reduced requirement (L4) in the
existence theorem for the relaxed problem.

Finally, G. Hecquet (;ille, France [11]), again by the same
general process and specific use of more suitable approximated solu-
tions, has further improved the above results. G. Hecquet is pre-
paring a series of papers along the same lines above for more gen-
eral problems.

We shall now give an account of J. K. Hale's work [7], again by

the same general process, concerning doubly periodic solutions of
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systems of nonlinear wave equations
u - uyy = g f(x,y,u,ux,uy) " u = (ul,...,un), (5)

where f is periodic, say of period 2x both with respect to x and y.
Here f is assumed to satisfy f(x,y,u,p,q) = -f(x,-y,-u,-p,q), and
periodic solutions u(x,y) of period 2n with respect to x and y are
sought also satisfying u(x,y) = -u(x,-y). For given R > O let K
denote the set [(x,y,u,p,q)| =00 < x,y < +oo, |u| + |p| + |a| <R].
The function f is also assumed to be continuous in K with Lipschit-
zian continuous first and second partial derivatives. Let O denote
the class of all functions ¢(x ,¥) periodic of period 2n with respect
to x and y, cpeCa. Let W denote the set of all functions V(x,y) of
the form ¥(x,y) = p(y+x) --p(-y+x), with p(x+2r) = p(x), pece. Then
Wcf, and we shall make 2 a normed space with norm ||o| o in the uni-
form topology up to the second derivatives. Let us consider now the

operator Q:Q+W defined by

¥(x,y) = (Q@)(x,y) = (2n)'lf§“q>(s,y+x-s)ds- (Eﬂ)'lfgnqn(s,-ym—s)ds

for every @efl. It can be proved that Q is & projector operator,
namely, Q is the projector operator mspping all @efl into solutions
¥eW of the linear wave equation 0" uyy = 0. J. K. Hale proved
among others the following theorem:
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(II.i) If O <a <R are given constants, then there is an
g > 0 such that, for every element VeW, Hw”a < a and each g, |g]
< 81’ there is a unique doubly periodic solution u = uweeﬂ of the

modified system

oo =, = 3 f(x,y,u,ux,uy) - € Qf.

Here uWE depends continuously on ¥ and €, and u = § for € = O,

Thus qu is a doubly periodic solution to the original non-
linear wave equation (5) if and only if the element yeW has been so
chosen that the bifurcation equation Qf = O is satisfied. Criteris
for the existence of elements yeW for which Qf = O are given in [7]
together with existence theorems as (II.i) for the modified equation.
We only list here a few examples where these theorems and criteria

apply.

For instance, let us consider the nonlinear wave equation

3
- =
u u glu. + bu + cu” + £(x,y)] ,

where b,c are constants, b % 0, f is periodic in x and y of period
2n, and continuous with Lipschitzian continuous first and second
partial derivatives., Then, for |e| sufficiently small this equation

has periodic solutions periodic of periocd 21 in x and y.
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As another example let us consider the nonlinear wave equation

. el-w + £(x,y)1,

where f is as in the previous example, and we know in addition that

n(y) = [

o f(s,y-s)ds is a not identically zero odd function of y.

Then, for |g| sufficiently small, this equation has a doubly peri-
odic solution.

D. Petrovanu [8] has shown that the analysis mentioned above
for periodic solutions of system (1) can be extended to the pericdic

solutions of the system

uxyz' = f(x,y,z,u,ux,uy,uz) , i = (ul,...,un) s

with f also periodic in x,y,z. Along the same lines D. Petrovanu
[9] has also proved existence theorems for the relaxed problems,
both in a strip and on a torus, for the periodic solutions of the

Tricomi system of equations

= f = X u,Vv
ux (X)Y;U;V) ) V_V g%, 7ylky ) ’

u an m-vector and v an n-vector,
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III. A GENERAL PROCESS FOR NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS

1. A Simple Application of Schauder's Fixed Point Theorem

Let S be a Banach space of elements x and norm ||x||, and let
P:S+> S be a continuous linear idempotent éperator, that is, a pro-
jector operator in S. Thus, PP = P, and if 8, = P(S) is the range
of P, and Sl its null space, then S = SO + S1 (direct sum), Let
F:S-*S:L be any given operator from S into Sl. Then PFx = 0 for
xeS. In discussing functional equations in S in no. 2 below, we
shall actually encounter operators F having such property.

Let T:S+ S denote the operator T = P + F, For fixed numbers
¢,d real, 0 <c <d, and any x*eso with Hx*“ < e, let us consider

the set
*
S = [xeX | Px=2x , |ldl <dl

The following simple statements from [1] will clarify a number of

peints in the next sections.
* * *
(II1.1.1i) If xeS implies ||[Fxl] <&, ¢ +& < d, then T:S +5 .

»* *
Indeed, if xeS , then Px = x , y = Tx = Px + Fx, and Py = PPx + FFx

* ¥*
=", sl < IPxll + ] < + 5 < Thus, y = Txes™
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* *
(III.1.11) If F restricted to S is a contraction, then T|S

also is a contraction.

* *
Indeed, for x_,x €S we have Px. = Px_ =x, Tx_ = Px, + Fx
) 3 2 l 2 b i J j J-J

j = 1,2, hence ”Tx1 - Tx2H = |fol - Fx2H < I{Hxl - xzﬂ,for some

k<1,

*
(III.1.iii) Under the conditions of (III.1.i) T|S has some

* ¥* :
fixed element provided 8 is compact (or § is complete and T(S*) is

compact).

*
Indeed, S is convex and closed, and thus Schauder's fixed

¥*
point theorem applies to T[S .

*
(III.1.iv) Under the conditions of (IIL.1.ii) T|S has a

*
unique fixed point, provided S is complete.

Indeed, S is a metric space and Banach fixed point theorem
. ,
applies to TIS . The uniqueness follows from the standard remark
* Y ;
that YJ. = TyJ’ Yjes » 4 = 1,2, implies “yl - Y2” = “Tyl-- Ty2” <

- 1 . - = = .
kHyl y2“ or some k < 1; hence ”yl y2” 0 and ¥y S,

(III.1.v) For fixed c,d, 0 < c <d, if F restricted to

[xes|(|Px|| < c, ||x|| < d] is a contraction, then the unique point

¥* ¥* * y . *
y(x') of T:S +S 1is a continuous function of x .
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N * * * * .
Indeed, if x , x5, Hx]H, Hx2H <c, and iy = Tyj is the fixed
*
point of T in [xeS | Px = %55 |x| < d], then ¥y = Tyj + ij s g
dJ

ij) J =12,

. =1, *
kly, - v, and finally |y, -y ll < (1-%) x, - x

IA

| I <llx - x, F s
- - -+ - i
vy =yl <lx =gl + ey - Fy ) <l - )l ¢

*,

2

.

2. An Algorithm in Banach Spaces

We describe here first an algorithm which was presented by
Cesari in [1] for Banach spaces, and later in [2] for Hilbert spaces
with a number of applications.

We consider an equation
Kz = 0 (1)

whose solutions are to be found in a Banach space S (or in a subset
G of 8), and we consider a projector operator P in S, that is, a
continuous linear map P:S->§ with PP = P. If SO is the range of P,
and S1 the null space of P, then S = SO + Sl’ (direct sum), and
every element zeS has the representation z = (x,y), or z = x + ¥,
with x = Px, y = {(I-P)z, T the identity operator in S. Obviocusly,

equation (1) decomposes int{_the system of the two equations
Pkz = O, (I-P)Kz = O. ' (2)

If D denotes the projection of G on So’ DD = PG C So’ then we are
(o]
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seeking pairs z = (x,y) with xeDo and zePclx, such that z = (x,y)eG,
and z satisfies (2). We shall denote by [ z|| the norm of z in 8.

As in [2] we shall assume K = E-N, where E:SE+S is a linear
operator not necessarily bounded with domain SE < 85, N:SN->S an op-
perator not necessarily linear with domain SN < S8, so that-K:SE n

SN-> S. Then, the given equation (1) takes the form

and the equivalent system (2) the form
PEz = PNz , (I-P)Ez = (I-P)Nz .

We may think of E as a linear differential operator and of SE
as the set of those elements zeS sufficiently smooth so that E can
be applied.

We shall assume that a linear opera,tof H= Sl-'-.S1 is known to

exist, for which we require for a moment that
H(I-P)Ez = (I-P)z for all ZesE .

In other words, we require here that H:Sl-*Sl is a partial left in-

verse of E. Then, for any solution z of Kz = 0, or Ez = Nz, we have
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H(I-P)Ez = H(I-P)Nz ,
(I-P)z = H(I-P)Nz ,
or, finally,
z = Pz + H(I-P)Nz. (3)

In other words, any solution z of (1) is a fixed point z = Tz of the
map T:SN"S defined by T = P+H(I-P)N, or T = P+F with F = H(I-P)N.
Here the operator T has a relevant property, indeed T maps each

fiber of P into itself, precisely

Pz = Pz for every zeSN, or

T: (P'lx) n sN-»P‘lx (L)

Indeed, for zeSN, we have
Pz = PPz + FH(I-P)Nz = Pz ,

since P is idempotent, and H(I-P)NzeS_, the null space of P,

1

3., The Relaxed Equation and the Bifurcation Equation

To simplify the exposition, let us assume that G = DO + Dl’

where both D0 C_SO and D. S1 are closed balls, and that G< §

1 N



= T8 i

Lamberto Cesari

If it happens that T maps each set P—lx N G into itself, and
if the closure of the set Prlx N G is compact, then by Schauder's
theorem there is at least one fixed point z = Tz € P-lx N G for
every X € DO.

Actually, in many important cases it is possible by a suitable
choice of P to make T a contraction on each fiber, in the sense that
7z - Tz'll < kl|lz - 2'|| for any two points z,z' e P lx N G of the
same fiber of P, with k < 1 and x € D0 (see [2], or No. L bglow).

It should be noted that T is a contraction on each fiber if and only

-1
if F is a contraction on each fiber. 1Indeed, if z,z' e P "x N G,

then Tz = Pz + Fz, Tz' = P2' + Fz', Pz = Pz' = x, and hence
Itz - 12| = ||Fz - Fz'|| .

-1 = -
Whenever T:P x N G-+P lx N G is a contraction of P lx N G into
itself for each x € DO, then there is one and only one fixed point

-1
z =Tz € P x NG for each x € D, and then we may well consider

0’
the map Z:DO-*G which maps every x € DO into the unique fixed ele-
ment z = Tz of T in P-lx N G. The graph of T is a cross section
of the fibers of P, and ¥ itself can be thought of as a "lifting"

operation from SO to 8, namely, from DO to G.

The map t:DO‘*G-defined above is continupus. Indeed, for every
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two points x, x' € DO and corresponding points z = Tz = 2x with Pz =

x and z' = Tz' =Tx' with Pz' = x', we have

lz-z"| ITz-Tz'l| = [|(Pz+Fz) - (Pz'+Fz")||

[Pz-Pz'|| + [[Fz-Fz'| < ||x-x"|| + xl|z-z']| ,

IN

if we assume that [[Fz-Fz'| < k|z-z'|| not only for z, z' with the same

projection, but for all z,z' e G, and k < 1.

lex-ex'] = [z-2'll < (1-k) x| . (5)

Let us assume for a moment that every fixed element z = Tz of T

satisfies

PEz = EPz , EH(I-P)Nz = (I-P)Nz , (6)

in other words, any such element is reasonably smooth, and H has
also the property of being a right partial inverse of E as stated
by (6). Then, every fixed point z = Tz of T satisfies the equation

(I-P)Kz = O, that is, the second of the two equations (2). Indeed

(I-P)XKz = (I-P)(E-N)z
= Ez - PEz - (I-P)Nz
= Ez - EPz - EH(I-P)Nz {7)
= E[3-Tg] =_0.
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: -1 ~1
Thus, in case T:P "xN G-+ P x N G is a contraction, then for every

1]

X € DO the element z = Tx of G satisfies the relaxed equation

Kz = PKz , or Kz = PK€x (8)
Indeed

Kz = PKz + (I-P)Kz = PKz = PKZx.

In other words, for-every x € Do there is an element z = ¢x of G,
namely, z = Tz = Tx € P‘lx N G, satisfying Kz = PKz. Then, z = €x
satisfies Kz = O if and only if the bifurcation, or determining,

equation
PKtz = 0 (9)

is satisfied. Since any solution of {1) is a solution of (2), and
since the points z = ¥x are the only solutions of (I-P)Kz = 0, we
conclude that the search for solutions z € G of K2 = 0 is reduced to
the search for elements x € Dd == _SO such that (9) is satisfied.
Equation, (9) was already encountered in Part I in perturbation
problems for periodic solutions, or cycles, or ordinary differential

e@uations, and in Part II in problems of periodic solutions of non-
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Often So is one dimensional, thus homeomorphic to the reals,
and DO is an interval, and then the equation PK x = O has certainly
a solution in DO as soon &s we know that, say, PK€x has opposite
signs at the end points of DO.

Often SD is a finite dimensicnal space, and Do is a cell. Then
the equation PKZ€x = O has certainly a sclution in DO as soon as we
know that the topological degree d(PKt,DO,O)is nonzero.

Even if SO is infinite dimensional, which can happen, the study
of the determining equation has led to simpie criteria for the exis-
tence of solutions to the original equation.

The method briefly summarized above first appeared in [1,2]
with details and applications. Developments were reported in [6,7].
J. K. Hale dedicated to it some chapters in his book [11], and so

J. Cronin [10].

4. The Map T as a Contraction
It is typical of the method described innos. 2, 3 above that the
operator T can be made to be a contraction on each fiber of P as a
consequence of*spectral properties of the linear operator E, even if
the nonlinear operator N is only Lipschitzian and not necessarily
smooth. To see this let us assume here that S is a Hilbert space
1/2

with inner product (z,z') and norm ||z = (z,z)'". We shall also

assume that the linear operator E possesses eigenvalues hi
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and eigenfunctions di, say,E¢i + Kiﬁi =0, i =1,2,..., such that
|kl| z ]Lel £ awi ) !hi[ +®as 1+, and [¢1’¢2""] is a complete
orthonormal system in S. Then, every element z ¢ S has a Fourier

series

zZ = ¢ + i +

ses

lﬁl 2¢2

2 2
with c, = (z,ﬁi), i=1,2,0e., 12| = (Eici)l/ , and we define P by

taking

] is a complete

Then [¢l,...,¢m] is a basis in §_ and [¢m+l’¢m+2""

orthonormal system in S_. If we take m sufficiently large, then A

1 i

[

0o°f 11 i >m + 1. Fo S h =
# or all i > m r every z ¢ S, we have z X i el

ci¢i’

and we may define H:S1 > Sl by taking

© <
B o= =L, pa %%

In [2] we discussed natural conditions under which this oper-

ator H possesses all properties required in nos. 2 and 3. In addi-

tion we have now

_ w -2 2\1/2 -1
el = (2 2 g 2 )2 < 17
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and thus H is”a Lipschitzien. operator in S_, or

1

Jemat] = JEGz)] kel s zetes

with constant ko = [K - » which can be made =s small as we wish

m+lI
by taking m sufficiently large.

Finally, if we assume that the restriction of N on G, say

N:G + 8, is Lipschitzian of constant L, say
"NZ"NZ'” SLHZ'Z'” ’ z,z' € G,
-1
then we have, for z,2'¢ P x NG, x ¢ Do’

fl1z-r2'] = ||Fz-Fz'| = IIH(I-P)SNz-Nz')IIslkmﬂl'lLllz-z'll-

Thus, T is a Lipschitzian operator on P~lx N G for every x € DO of

constant k = [k lL, and we can always take m sufficiently large

m+1l
so as to have k < 1. Actually it turns out that k is already < 1

for rather small values of m, in a number of applications.

5. A Connection with Galerkin's Approximations

If §_ is finite dimensional, end (4 .,¢m] 1s a base for 5 ,

1’1-

PK?x = c_(x)¢

JEIBy F o+ (x)d
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where the ccefficients cl,...,cm depend on X ¢ Do’ and the deter-
mining equation PK®x = O can be written in the form of the m equa-

tions

cl(x) = 10 e 5 cm(x) = 0, xeD ., (1)

' th
These are similar to the equations for an m  Galerkin approximate
solution, with the difference that eguations (1) yield an exact
solution z = Tx to the given equation Kz = O,

If we write

X = x = 7l(x)¢l + .. ¥ 7m(x)¢m s

and

(m) '

PKx = rl(x)¢l # oes # Fm(X)¢m )

(m)

th
then an m  Galerkin approximation x is usually defined by the m

equations

Fl(x) = O swey Fm(x) = 0, X € D0 “

We may well expect that the exact salution z = Tx is "close" to an

(m).

th
m ~ Galerkin approximation x A closer inspection shows [2]

m
that indeed this is the case, and error bounds for stx( )H (z = Cx,

x € D, PKex = 0), are obtained by the analysis of the determining

O.‘
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equation and of the mapping 72 (cfr. [2]).

6. A Connection with the Leray-Schauder Formalism
Once the structure mentioned above is well defined, that is, K,

E, N, are given, G=D_ + Dl' and T:P-lx neg -+ P-lx N G is a con-

0
traction for every x € DO, so that C:DO + G is defined by z = Tz =
€x, and furthermore SO, the range of P, is finite dimensional, then
S. A. Williams has shown [36] that it is possible to establish a

theoretical connection with the Leray-Schauder theory. To do this

he has introduced the maps W:G + S and W' = G > S defined by

Wz

Pz - PKCPz + H(I-P)Nz , zeG,
W'z = WCPz , ze G.

As a consegquence of the properties of the maps E, N, T, T, Williams
has shown that W' is completely continuous, that the fixed points of
W' are the solutions of the original problem, and that the topologi-
cal degree of (PKr,DD,O) coincides with the Leray-Schauder degree in
Banach spaces dLS(I—W',G,O). Thus, the present approach gives rise
to a situation where the Leray-Schauder theory theoretically applies
through the map W' which in turn is defined in terms of the maps K,

P, T, . This result parallels in the present situation, and hence
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even in the absence of smoothness properties for the operators an
analogous result established by J. Cronin-in connection with her
apprc;ach.

S. A. Williams [36] has further discussed the question as to
whether the topological degree of (PK ,DO,O) is invariant for suit-
able changes of P, say, if we rep;ace P:S +» So by another projector
operator P':S » Sc') whose range S(': is a linear subspace of S con-
taining So’ say So c S; c 8. The answer is affirmative, at least
when S0 is already sufficiently large. This answer is in harmony
with Leray-Schauder theory where the topological index dLS is
actually defined by considering suitably finitely dimensional su_b-
spaces SO of S, and showing that thé corresponding Brouwer topologi-

cal degree defined in So does not change by enlarging So , once S
o]

is already sufficiently large.

T. A Few Examples

In [2] we considered the boundary value problem
x"+x+02x5=6t, o<t<zI,
x(o) = 0, x'(1) + hx(1) = o,

and we took m = dim So = 1. Then for h = 1, we found k=0 oll,

For @ = B = 1/2 a first Galerkin approximation is x(l)(t) = -0,11721
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sin (2.0288t), 0 <t < 1. By applying the considerations of the
previous numbers we proved that the problem above has an exact solu-
tion X(t), 0 €t <1, with IIX—x(l)” < 0. 0038,

In [1] we considered the boundary value problem
¥+ = sint 5 x(o) = x(2n} , x(o) = x(2n) ,

and we took m = dim So = 2. We found ko = 0.04, and a second
Galerkin approximation x(E)(t) = 1.L434 sin t - 0.124 sin 3t, O <t <
2n. By spplying the considerations of the previous numbers we
proved that the problem above has an exact solution X(t), O <t <
2n, with ||X-x(2)f| < 0.12h.

In [5] we considered the boundary value problem (of nonlinear

potential)

2 2
g{x,y,u) for (x,y) e A = [x +y <1],

<1
+

=
i

Goer ) e Bh = [ 455 =11, [

[+
1}

where g is a given function continuous in u, measurable in x, y, and
bounded for u bounded. We tock m = dim,So = 1, and we found ko =
0.069. By applying the considerations of the previous nuﬁbers we
proved the existence of-solutions u(x,y) to problem (1) which are

continnous in A U 0A, with first order partial derivatives
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in A and whose Laplacian Au = u_ + uyv (in the sense of the theory
of distributinns) is & measurable function in A. Essentially, we
proved in [5] the existence of at least one such solution provided
g is not too large for u = O and does not grow too rapidly with |u|
as |u| » ». For instance, for the case u +u = f(x¥)ju] +
XX yy

n(x,y), f, g measurable |f(x,y)| <@, |h(x,y)| <B, @, B finite, we
proved that a solution exists for every f, g &s above with & < 4,13
and any B. In these problems a first approximation solution of the

2 2 2
form uo(x,y) = 7ﬂ5(holp)’ 0<p =x +y-<1, is singled out,
where hol is the first positive zero of Jo and y is a suitable con-
stant. Error bounds for such a solution, that is, upper bounds for
the norm Hu-uoﬂ of the difference between exact and approximate so-

lutions have been given by C. D. Stocking in [34].

8. Square Norm and Uniform Norm
In problems as those of no. 6 it is advantageous to use the
square norm because it affords the smallest value of the constants

k, or k_ (for instance, ko = |% I-l under the hypotheses of no. 4).

m+l
Actually, in these problems both norms, the square norm and the uni-
form norm, have been used, since N (often a polynomial expression)

may be Lipschitzian of a certain constant, say L, only if sup Iz] is

not larger than some other constant R. On the other hand, the best
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values of k or ko may not be essential as, say, in perturbation
problems (Part I) as mentioned, or in association with Knobloch-type
arguments as in no. 11 below.

H. W. Knobloch [18] has given the necessary estimates “or the
use of the uniform norm only in questions involving periodic solu-
tions of ordinary differential equations and the use of the method
of nos. 2 and 3 above.

Recently J. Mawhin [24] has applied directly the formalism of
nos. 2 and 3, to the same perturbation problems of Part I, improving

a number of the results we have mentioned there.

9. Applications

P.A.T. Christopher [9] has applied the method of the present
paper to determine regions in the parameter space corresponding to
stable harmonics and subharmonics for the nonhomogeneous Duffing

2quation:
§+b)'c+c1x+s)(z' = Q sinwt .

A. M. Rodionov [33] has shown that the method of the present paper
applies to nonlinear differential equations and systems with a fixed

lag A:
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X .= g(t,x(t),x(t-)\)) .

C. Perello [32] has initiated the same type of analysis for

functional differential equations

X = g(t)xt) )

where g depends on t and on all values of x(T) in an interval t - A
<71 <t. In this application C. Perello has shown that he use of
the uniform norm only, according to Knobloch's remark and relative
estimates, is relevant, and that, with this variant, the method can
.be applied to this type of functional differential equations.
10. Application to Ordinary Differential

Equations in the Complex Field

W. A, Harris, Y, Sibuya, and L. Weinberg have recently proved
(16] that, by the use of a formalism similar to the one of nos. 2
and 3, the fundamental theorems of Cauchy, Frobenius, Perron,
Lettenmeyer on linear ordinary differential systems in the complex

field can be proved easily and in a straightforward way. These the-

orems'become a consequence of Banach's fixed point theorem for con-
traction mappings, and of simple algebraic manipulations. For in-
stance, the rather tedious proof by majorants of the convergence of

the formal series solutions is eliminated. W. A. Harris, by the
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same technique also proved [17] nonlinear versions of the same fun-
damental theorems.

Before we enter in details, let us mention briefly that, given
a linear differential equation in the complex field (the regular

case)

(n)

w + al(z)w(n-l) +

-ee *a(zlw = 0, (1)

where al{z),..., a (z) are holomorphic *n a neighborhood of z = 0,
n

then the usual transformation yl =W, yé =W saee yn = w(n-l) re-

duces (1) to the system y'

lzyes---y yn-lzy » ¥ T -ay ,- Palyn’

that is, to a system of the form
dy/dz = A(z)y ,

where the entries of the n x n matrix A are holomorphic in a neigh-
borhood of z = O,

Analogously, given the linear differential equation
znw(n) + zn-lbl(z)w(n-l) + ..t bn(z)w = 0 (2)

(the regular singular case), where bl(z),...,bn(z) are holomorphic

in a neighborhood of z = 0, then the transformation yl = W, y2 = zw)
2 n-1 (n-1
V5 = Z W";---;yn =z W( ) reduces (2) to the system zyi =
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b

= + css 3 = -2\ 4+ ' = 2 = = e
A P T A (a-Bly, 4 Y3 27, = (o-T)y_~ by,

—bly , that ir. to a system of the form
n

z(dy/dz) = A(z)y ,

where the n x n matrix A(z) has entries which are holcmorphic in a
neighborhood of z = O.

It is clearly more general to consider systems of the form

ZD(dY/dZ) = A(z)y , (3)
or

d, n ;
21 dyi/dz = Ej=l aij(z)yj . L = Dosesl g

where y = (yl,...,yn), D = diag(dl,...,dn), di > 0 integer, i = 1,
...,n, and the entries of the n x n matrix A(z) are holomorphic in
a neighborhood of z = 0.

Let d aenote the integer d = d1 t ouw t dn = trace D, and let
® be any positive number which is smaller than the radius of conver-
gence of any of the power series expansions of the entries of A(z)
at z = Q.

Let S denote the Banach space of all vector functions y(z) =
col(yl,...,yn) possessing power series expansions which are abso-

lutely convergent tor |z| <8,
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® k
ylz = Zk o Ckz » B = CO}'(ckl""’ckn) ) k = 0,1,2,....

It is easily proved that B is a Banach space with norm

' co k
Il = T2l 85l = legl tewe + e

k kn

We shall denote by |A] the number

Ial = % la,

For any given integer N > d let P:S » S, and Q:S8 + S be the

projector operators mapping any y € S

[ k .
y(z) = (yl)-'-’yn) ’ yi(Z) = ZLK=O ckiz » i = 1,...,n,
into
_ oN-d, k
By = (PYlJ"-JPyn) ’ P-Vi = ):k=01 Ckiz ’
_ _ wN-1 k
& o= (W), @, = Leeoe 2.

Let p(S) = SO be the range of P and let S. be the null space of P.

1
Thus, SO is the set of all polynomial vectors y whose component '
is a polynomial in z of degree N - di, R S Y

Let K:S =+ Sl denote the linear operator which maps any element

y € S into
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- o -1 k+1-d;
Ky = (Kyl)"'!wn) » Ky EK=N(k+l-di) Ck.Z =

X

Then we have

o -1 k+1l-d. -1 ]. d4
Iyl = B _(=1-4,) “ley ) 8" T < () Wy, I

Ikl < (Z,% (waa) ™t et

A

Also , note that

(a/dz)(Ky) = 2 2(y - ) .

Let us consider finally the map T:S + S defined by T = P + KA.
* * -1
For any o ¢ So we denote as usual by S the set S =P "y =
*
[yeS|Py = 9], and we note that T maps S into itself. Indeed, for

*
y € S we have

Ply = FPy + FKAy = Py = 0.

*
On the other hand, for any two yl, y2 € S we have

|

I, - v = ley, - say < I ALl - v

IA

(T2 (w1-a )™ 7% [y -y, = My, -5l

*
We shall take N > d sufficiently large so that A < 1. Thus, T:S +
* *
S 1is a contraction on S and has a unique fixed point y = Ty =

(o), Py = 9. For the fixed point y we have the equation
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y = @ +Kiy, (%)
and by differentiation

dofdz + 2" (ay - qay) , or

]

dy/dz

D B
z (dy/dz) Ay + (z 5" - QAy) .

The bifurcation equation is now
Dl
z@' -Qly = 0. (5)

This represents a system of Nn equations in the Nn + n - d coeffi-
cients of the vector polynomial ¢, that is, in the corresponding
coefficients of the solution y, since from (4) we derive Py = Rp = g,

+
or 22(y - 9) = o(z" ¢

). In other words, the bifurcation equation
(5) is simply the set of the first recursive equations that we
obtain in the determination of formal power series solutions of (1).
Once these are sati;fied, we know that also the remaining coeffi-

cients of the power series expansions of y must also satisfy the

corresponding recursive relations.

(III.10.i) A Cauchy-type theorem. For dl = ... = dn =0,

system (3) possesses exactly n linearly independent solutions which

are holomorphic in a neighborhood of z = O,
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Proof. Here D = 0, the Nn bifurcation equations (5) in Nn + n un-
knowns yield all Nn first coefficients of the power series solu-
tions y, when the first n coefficients have been chosen arbitrarily.
The remaining coefficients are then obtained by the same fecursive

relations, and this yield n independent solutions.

Let us denote by Ak the matrix of the coefficients of zk in the

power expansions of the entries of A(z), so that A(z) = Ek:O Akan.

(II1.10.1i) A Frobenius-type theorem. For d1 = L. = dn =1,

then for every eigenvalue A\ of Ao system (3) possesses a solution

of the form zhy(z) with y € S.

Procf. Here we are looking for soluticns of the form y = 2 w(z),
w(z) = (wl,...,wn), we S, Ifw(z)= wotwz ot weze + ... , then
system z(dy/dz) = A(z)y yields for A and the column vector LA the
relation (Ao - KI)WO = 0. Thus, we take for A any of the eigenvalues
of Ac' The transformation y = zhw transforms z(dy/dz) = A(z) y into
the system z(dw/dz) = (A(z) - AI)w, where the n x n matrix B cor-
responding to B(z) = A(z) - AT has now an eigenvalue equal to zero.

Thus, we are back with the original system where now AO has an ei-

genvalue zero.
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We have here

- X _ sl K
o(z) = (@,0000) ,  @.(2) Zk=0 ¢y®
e, = colle .,ee.,c ) y o= ¢ + O(ZN)
k kl) E kn » .
The bifurcation equation (5) now yields
A = 0
oo 4
A - L = =A
W, = Hey 170
A -2I = <A - A
(8, e, 179 e
- = -Ac_ -A
(Ao 31)c5 1% c_ s
A - = -A -A - aw 8
( o nI)cn 1cn-1 2cn-2 Anco

Here det AO = 0 and thus we can determine B, = 0 satisfying the
first of these equations. Then, we can determine all other coeffi-
cients c provided no two eigenvalues of AO differ by an integer.
If some eigenvalues of A0 differ by an integer, the usual argument
shows that it is enough to consider, of any systems of eigenvalues

A ,...,km which differ by an integer, only the one, say A, of maxi-

1

mal real part.
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D
For the general system z  (dy/dz) = A(z)y simple considerations

analogous to the ones above yiéld

(II1.10.iii) Lettenmeyer's theorem. If n-d > O then *the

D
system z (dydz) = A(z)y has at least n-d linearly independent solu-

tions holemorphic in a neighborhood of z = 0 [16].

This Lettemmeyer's theorem extends a previous Perron theorem

for urdinary differential equations:

(III.10.iv) Perron's theorem. There are at least n-d solution

holomorphic in a neighborhood of z = O for the linear ordinary equa-

tion

d n n n n-k n-k

z (dy/az) +L ) & (2)(@ y/az ") = o,
where ak(z) are holamorphic in a neighborhood of z = O.

11. Knobloch's Existence Theorems for Periodic Solutions
For problems of periodic solutions of ordinary differential

equations and systems (not of the perturbation type), say

.1 1 n
2 = fi(t,z) y 1 =Leee,d, 2.=(8,000,2 ), fi(o,z) = fi(l,z),

let us consider the space S of all continuous periodic vector func-

tions with uniform norm. Every element z ¢ S has a Fourier series
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1

z(t) ~ 2~ a * Zizl(a cos it + b, sin iwt) ,

i i

b, are n-vectors. Let us de-

® = 2r1/T, T the period, where &, 8, b,

fine P by taking

-1 m
= + ; +
Pz 2 78, 21=1 (a, cos iwt + Db, sin imt) , (1)

so that dim So = n(2m+l). By taking m sufficiently large, the cor-
responding map T is a contraction and ¥ is defined (H. W. Knobloch
[19]). Then, for every element x € So (a trigonometrical polynomial

as in (1), we have

1

. 5 , -
PKEx = 2 Q@ +)?.i=1(ozi cos it + B, sin iwt) ,

where @, Czi, Bi’ i=1,...,m are functions of x, that is, of the
coefficients 85 8 bi’ i=1,...,m of the trigonometric polyno-

mial x. Then the determining equation PK€x = O takes the form
@ =0, @ =0, B =0, i = lu.,m, (2)

namely a system of n(2m+l) equations in n(2m+l) unknowns. H. W.
Knobloch has shown that, under hypotheses, a suitable distribution
of signs of the n functions fi’\ or assoc.iated functions, imply a
typical distribution of signs for each of the n(2m+l) left-hand

members (components) of the determining equations (2), so that the
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existence of a solution x ¢ So to the same equations, and hence the
existence of & solution z to the original problem, can be deduced
by the same C. Mirande form of Brouwer's fixed point theorem men-
tioned in Part I, and this no matter how large n and m are,

H. W. Knobloch has used this analysis of the determining equation
as a basis toward a qualitative discussion of the second order

nonlinear differential equation.

.e

X = G(t;x:i)’ S(t)x);‘) = g(t+l,x,:'c) » (3)

where g is a real-valued function of t, x, X, which is Lipschitzian
in x, %, periodic of period 1, and sectionally continuous in t. Two
functions (t), B(t), 0 € t < 1 (continuous with sectionally con-

tinuous first and second derivatives) are said to be lower and upper

solutions, respectively, provided

a<p & + g(t,2,0,) <0, B +g(t,8,8) >0,

’

for t in [0,1] and &(t+0) - &(t-0) > 0, B(t+0) - B(t-0) < O for t
in [0,1]. If @,P is such a pair, if Q denotes the region [0 <t < 1,
a(t) < x < B(t)], and there are two functions ®(t,x), ¥(t,x) con-

tinuous and continuously differentiable in Q, such that
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o(t,0) <G <¥L,a) ,  O(t,B) <P <Yt,B)
o(x,0) = o(x,T), ¥(x,0) = ¥(x,T) ,
and such that both expressions
QXQ + ¢t - g(t,x,?) , and YXY + Yt - glt,x,Y¥)

have constant signs in @, then (3). possesses a periodic solution

x(t) satisfying
aft) < x(t) <B(t) , o(t,a(t)) < x(t) < ¥(t,B(t))

for all t in [0,1] (K W. Knobloch [193]).

A corollary of this statement states that if @, B is & pair of
periodic lower and upper solutions, and g(t,x,%) < C[i]2 for some
constant C and all t, x, x with (t,x) € © and |X| sufficiently large,
then again (3) possesses a periodic solutions of period 1. H. W.
Knobloch has proved other statements of the same type, based on the
process mentioned in the previous numbers and topological considera-
tions [19].

In later papers H. W. Knobloch [20] has also proved, using
these theorems, comparison and oscillatiocn thecrems for second order

nonlinear equations (17), which extend Sturm theory for linear
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equations. Some of the results give general form to statements

proved earlier by M. Cartright for the van der Pol equation only.

12, W. S. Hall's Work on Nonlinear Partial Differential Equations
W. S. Hall has applied in [13] the process described in nos. 2
and 3 to the determination of pericdic solutions u(x,yL of period

2n in x and y, to the partial differential equation
P2P 2p
+ (-1 = g f(x 5 s T b S~ i 1 1
uxx ( ) Dy u ( }y-) 3 x, y’ b X ) bl ( )

where p > 1 is any given integer, and € is a small parameter. We

shall write equation (1) is the form
Iu = € F(x,y,u) . (2)

If S8 is a suitable Banach space of 2n -periodic functions of x and
vy, let M be the null space in S of the operator L, thus S =M+MH*%L,
where M 4 is the complement of M in S. Let P denote the projector
operator P:S - M, Here M is nontrivial, L is Boundedly invertible

on M+, and if (2) is replaced by
v = g(I-P)F(x,y,v) , &)

then L can be inverted to give the integral equation
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= + - o g
V(U.O,E) " e K(I-P)F(., ,V(un;e)) ’ (%)

for any element uo € M

For € sufficiently small, the usual contraction argument shows
that (4) has a unique solution v(uo,s) depending on u and €. The
solution v(uo,s) will not satisfy (2) unless the bifurcation equa-

tion is satisfied, or
PF(.,.,V(uO(E),E)) =

As pointed out in [13], this equation is easier to solve than the
original one, and it can even be solved by the implicit function
theorem. We refer to [13] for general results concerning the exis-
tence of sclutions to equation (1).

Here we shall mention only an existence theorem proved by

W. S. Hall in [13] for the more specific type of equation (1):
P.2P  _
u_ +(-1)D"u = eglau + f(x,y,u)] , a > O constant , (5)
XX Y X
and for solutions u(x,y,e) periocdic of period 2n in x and y, satis-
fying

Dfr(J-l)u(xJO;E) 5 Di(j-l)u(x:n)e) = 0,3=1L...,p,

(6)
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The following simple statement is proved in [13].

k+2
(IIT.12.i) If £ is of class C°" - for some k > 3, periodic of

period 2n with respect to x and to y, satisfying f(x,-y,-u) =
-f(x,y,u), and there is some r > O such that Sup[|f(x,y,s)|, x,v,
[8] € rl.< ar/C, and Sup[ifu(x,y,s)f, s,¥, |s| <r]l <a(C is a con-
stant depending only on P and k), then for all £ sufficiently small

(5) has a 2n-periodie solution satisfying (6).

For p = 1 and the same argument, it is shown, that the equation

considered by J. K. Hale (see Part II)
U -u = E:(ux +bu + cu + g(x,¥)) ,

u and g 2n-pericdic in x and y, u(x,0,e) = u(x,7,g) = 0, has a
solution for any given a real, provided € and c are sufficiently

small. An analogous statement holds for any p > 1 for the equation

P.2P ]
+ (-1)"D = g + by + + y .
L (-1) e u [ux u + cu g(x;y7)]

In [14] W. S. Hall has discussed a formalism very close to the
one we have considered in nos. 2 and 3 for nonselfadjoint linear

operators in reflexive Banach spaces.
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Let us consider an equation
Iu = f(u) (7)

in a reflexive Banach space X, where f is a nonlinear continuous map
»*
of X into its conjugate X .
More precisely, let (D,| ||) be a normed linear space of which
¥* *
the reflexive space X is its completion, let (X ,|| || ) be the conju-
*
gate of X, and for ueX, veX let (u,v) denote the value of v at u,
or v(u). Let L:D+D be a linear operator which we assume has a for-
* *
mal adjoint L so that (®,L¥) = (y,L ®) for all ®,ycD. Here we
¥*
regard L as having range in X , and, since X is reflexive, the range
* *
of L 1is also in X,
*
Note that when yeD satisfies Ly = O, then C = (®,L¥) = (y,L ¢)

for all ®cD. This motivates the definition of
*
M = [ueX|(u,L ®) = O for all ®D]

as the generalized null space of L. Similarly, we shall consider

the set
*
M = [ueX| (u,L#) = O for all ®eD]

* *
as the generalized null space of L . We denote by °M and °M the

corresponding annihilators. Also, we shall consider the quotients
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»*
spaces X/M, X/M , and the natural projection operator P: X+ X/M,

or Pu =u+M

* * ¥*
(III.12,ii) Suppose that for all @D, [|&+M || < k[|L 9|
*
for some fixed k > 0. Then, for each ge®M there is a unique coset
u + M = Kg such that any representative is a weak solution of Lu = g.

*
The operator K:°M +X/M is linear and bounded with ||K| < k [13].

¥* * * * ¥*
Proof. Let A :D/M =+ X be the induced operator defined by A (&+M )

= 10, 0eD. = By hypothesis
* * * ¥* *
o + M| <xlu el = xla(e+wm)],

* =1 * *
and hence (A ) = is a continuous map from E = [yeD | y=L &, ®eD]

* *
onto D/M with norm < k. Let A denote the operator in E defined by

*

* -1
Av) = ((A) 7y, &), VeE .
Then, A is linear, and

Al < 1™ ™ ™ < &'l lall™ -

*
It is easily seen that E 1is everywhere dense in °M. Then, A
has a unique extension to °M. By reflexivity, there is a unique

u + M such that A(y) = (u + M,y) for all \yeE*, and flu + M| = ||A] <
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*
.

Let K:°M~>X/M be defined by u + M = Kg. Then K is linear

K/l gl
and [X|| <k
* * *
Now y = A (®+M) =L & for some deD. Thus A(¥) = (u+M, §) =
* * * *
(utM, L @), and since L ® ¢°M, (u+M,L @) = (u,L @) for any represen-
* =1 *
tative ueutM. But A(¥) = ((A) v, g) = (¢+M, g) = (®,g) since g
* * *
annihilates M, Therefore, (u,L ¢) = (Kg, L ®) = (®,g). This last
o ]
-relation holds for all ®eD since (A ) ~ is 1-1 and onto. Hence,

ueu+M is a weak solution of Lu = g. This proves (III.12.ii).

Let us now return to equation (1). We assume that (@) f:X-+X*
is a continuous bounded map such that [£(u)|* < cl[ﬂu“], where
cl(g), 0<t <+, is a given increasing function of ¢. We also
assume that (B) for every ueX there exists v(u)¢M such that f(v(u)
+u) ¢ °M', the map u-+v(u) from X into M is continuous and ||v(u)]|
<e, [|ull], where again ce(g) >0, 0<{ <+, is an increasing
function of ¢. Assumption (B) essentially implies that the bifur-
cation equation can be solved and that v(u) is a bounded continu-
ous function of u.

Before stating and proving the next theorem, we shall mention
here a "selection" statement proved by E. Michael (cfr. J. L. Massera
and J. J. Schaffer, Linear differential equations and function

spaces, Academic Press, 1966): If Z and W are Banach spaces and
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V:Z ~ W is a linear continuous map of Z onto W, then, for each A > 1,
there exists a continuous map h:W + Z such that (Vh)w = w for all

weW. In addition
bl < Inflflz]l | T2 = w].
We can now state and prove the following theorem.

(III.12,iii) Let f satisfy (@) and (B), and assume that
* * *
[ + M|l < k|L ¢|| for all ®eD. Assume also that the operator K of
(ITI.12.ii) be compact. If ey is "sufficiently small," then Lu =
f(u) has a weak solution [1L].

Proof. First let us apply Michael selection theorem with Z = X,
W=X/Mand V=P Then, for fixed A > 1 there is a continuous map

h:X/M~ X such that
[a(u+ M)l < Mu + M| . (8)

Let A and h be so chosen, let B(a) denote the set B(a) = [ueX| [lul|
< a], and let T:B(a)+ X denote the map defined by Tu = hKf(v(u) + u),
where K and v(u) have been defined above. Then, V is continuous and

by essumptions (™) er (B) ahd (8) we have
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ITull < AMIKE(v()+w)]| < A £(v(w) )]
< Neeo [Iv(u)+ull] < Mke [e (a)+a] <,

Hence, if A > 1 and & > O can be so chosen that Ake[c (a)*a] < s,
\

}
T maps B(a) into itself. Since K is compact, by Schauder fixed

point theorem, T has some fixed point w + TweB(a). Then w =

]

hKf(v(w)+w) and Pw = Kf(v(w)+w). If u = v(w)+w, then

(0,1°¢) = (Pu,L'0) = (Pw,10) = (K£(v(w)+w, L 0)

1]

(¢, £(v(w)+w)) = (o, £(u)) .

Thus, u is a weak solution of the original equation, and (III.12,iii)

is thereby proved.

In [14] W. S. Hall applies the considerations above, to the
determination of doubly periodic solutions of the partial differen-

tial equation
2 r-1
c uxx(X,y) : ; Aipu(x,Y) = blu(x,y)|  “sem u(x,y) + &(x,y),

where y = (yl,...,yn), Ay is the n-dimensional Laplacian in the
variables y, where r is a given number, 2 < r <=, p a positive

integer, p > 1, b,c positive constants, and g is doubly periodic.
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13. Extensions of the Previous Considerations

The formalism of nos. 2 and 3 is based on certain properties
of the operators, or axioms, and J, Locker [22,23] has shown that
these properties are satisfied, for instance, for usual boundary
value problems of nonlinear ordinary differential equations, when
the underlying linear problem is self-adjoint. For the correspon-
ding nonselfadjoint problems J. Locker has developed a theory which
extends the one of the present Part III, and whose axioms are satis-
fied for boundary value problems of ordinary differential equations.
As an example, he gives numerical bounds for @ and f in the nonlin-

ear initial value problem
= 2
x+x+ax = Bt, g2t gex, x(0) = o0,

under which the solution exists in [o,2n]. He also obtained esti-
mates of the growth of the solution and error bounds.

J. K. Hale, S. Bancroft, and D. Sweet [12]; though guided by a
rather different motivation, have presented an extension of the
formalism of nos. 2 and 3 which is similar to the one proposed by
J. Locker. These authors have discussed in detail the geometric
interpretation of the formalism, and have used 1t to establish a
connecting link with the previous work by D. C. Lewis, H. A. Anto-

siewicz, Jane Cronin, R. G, Bartle, L. Nirenberg, and C. Sibuya.
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The formalism can be put in an abstract form, analogous tc the
one of nos. 2 and 3, as follows. We shall use the symbols P (T),
A (T), N(T) to denote domain, range, and null space of a given map
T. Let S and B denot.e Banach spaces, and, as in no, 2, let E:E(:E)
+ B, N:H () + B denote given maps E linear, N nonlinear (§{E) c s,
p(N) c s, B = HE) n (V) # ). We seek solutions of the equa-
tion Ez = Nz or Kz = 0, with K =E - N, K:S‘K + B. Let us assume

that there are two projection operators P:S + 8, Q:B > B such that
(I-Q)E = EP (1)

or E-EP = QE, and we assume that 8 = R(P) + R(I-P), B= R(Q) +
A (1-Q), (where R (P),..., R(I-Q) are assumed to be closed supspaces
of S and B respectively). Let us assume, in analogy with no. 2,

that there exists a linear operator H: R(Q) + R(I-P) such that
HEz = (I-P)z , EHQNz = QNz for all z € §(E) , (2)

and such that all fixed points of T = P + HQN belongs to B (E).

Then, it is easy to prove (see below) that (a) Kz = 0, or Ez = Nz,
if and only if z = Tz and (I-Q)Kz = O, If, as in no. 2, we assume
that for every x € R(P) the map T restricted to the fiber P-lx is

a contraction, then the unique fixed point y = Ty of T:P-lx + 5,
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determines a map ©: R(P) + S, with 2x= Tex for x € R(P), and
equation Kz = 0, or Ez = Nz, 1s reduced to the determining equation

(or alternative problem)

(I-Q)Kex o 4 xe R(P) .

Whenever S = P, I-Q = P, then the formalism above reduces to one of

nos. 2 and 3.

To prove statement (a) above, let us note that Kz = 0 implies
@Kz = 0, (I-Q)Kz = O, hence QEz = QNz, and assumption (2) implies
HQEz = HQNz = (I-P)z, or z = Pz + HQNz = Tz. Conversely, if z = Tz,
(I-Q)Kz = 0, then (I-P)z = HQNz by the definition of T, and z £ B(E)

by force of the assumptions. Then (2) implies E(I-P)z

EHQNz =

QNz, and finally, by assumption (1), QEz = QNz, or QKz

0. By
(I-Q)Kz = O we conclude that Kz = O, Statement (a) is thereby
proved.

J. K. Hale, S. Bancroft, and D. Sweet [12] have shown that the
projection maps, P,Q above can be defined on-the basis of the fol-
lowing simple geometric considerations. Iet U:S + £, V:B + B be two

projection maps so related to the given linear operator E that

R(v) = n(E), (V) = R(E) .

In this situation it can be easily seen [12] that the’ linear operator



- 73 -

Lamberto Cesari

E defines uniquely a partial inverse M: R(E) + N(U) such that EMy

[l

y and UMy = O for every y € K(E), and thus (M) = R(E), R(M)
c N(U). Now let W denote an arbitrary projection map W:S + S with
R (W) c R(M) c N(U). Then M determines uniquely a decomposition
R(E) = B+ B, with B, = M-l(WM R(E)), B, = M"l((I-w)MR(‘E)), and
thus M determines also the two projection operators J: K (E) + B1
and I-J: (E) - Bé' Now, the operators P=U + W and Q = (I-J)W
are projector operators with the required properties. For the

proofs we refer to the paper [12] by Hale, Bancroft, and Sweet.
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IV. NOTES ON MINTY'S AND BROWDER'S WORK ON MONOTONE OPERATORS

1. Monotone Operators

Let X be a Banach space, and let X* be its dual. We denote
as usual by z(x), or by (z,x), the application of the operator
zeX* to the element xex. A mapping T: K + X*, where K is a subset

of X, is said to be monotone, provided
(mx - Ty, x - y) >0 for all x,yeK . (1)

Note that if X is a Hilbert space, then X = X* and ( , ) denotes
the inner product in X. In particular, if X is a Euclidean space
En’ then T: K -+ En’ and ( , ) is the usual inner product in En.
For n = 1 the inner product is the usuel product, T is a real
valued function of xeK<E,, and (1) reduces to [T(x) - T(y))]

(x - y) >0, that is, T(x) - T(y) and x-y have the same sign, the
elementary concept of monotonicity,

The theory of monotone operators in Banach spaces has been
extensively developed in the last years by Minty, Zarantonello,
Browder, Stampacchia, and many others.

In the theory of monotone maps T: K +~ X*, K< X, one tries to

find elements xoeK such that
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(Txo, x - xo) >0 for all xeK . (2)

Then, x_ is called a solution to the variational inequality (2).
Also, in the same theory, one tries to determine conditions under
which T: K + X* is onto, that is, T(K) = X. Both results are
achieved under very weak requirements, in particular, conditions
of continuity.

A map T: K - X* is sald to be strongly monotone if there is a

constant m > 0 such that
2
(Tx - Ty, x - y) > nl}x - yll for all x,yeK .

A map T: K + X*¥ is sald to be hemicontinuous provided T is
continuous on line segments of K when we take in X* the weak to-
pology.

The following theorems can be proved by means of essentially

algebraic considerations,

(Iv.1.i) (F. Browder [1]) If X is a Banach space, and
T: X =+ X* is monotone and hemiconcinuous, then for every yeT(X), the
set T -l(y)) is closed and convex. Furtﬁermore, is X is reflexive,
and T is coercive in the sense that (Tx,x)/”x” + +oo0 as ||x|| » +oo,

then T is onto, that is, T(X) = X*.
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(Iv.1.ii) (F. Browder [1], G. Minty [L4]) If X is a reflexive
Banach space and T: X + X* is strongly monotone and hemicontinuous,

then T is one-one and onto, T(X) = X*,

As a way of lemma the following simple statement has been shown

to be relevant.

(Iv.1.iii1) (G. Minty [4]) If K is a convex subset of a Banach
space X and T: K + X* is monotone and hemicontinuous, then the

following propositions are equivalent:
(a) (Txo, 5 - xo) >0 for all xeK ,
(p) (mx, x - xo) >0 for all xeK .

The following two statements illustrate further the concept of

monotone operators.

(Iv.1l.iv) (G. Minty [4]) Let T: K + X be a continuous monotone
operator on a subset K of a Hilbert space X, then (I + T)-l exists,
is continuous on its domain, and is monotone. Moreover, if T is
meximal over K (that is, T cannot be extended into a subset of X
larger than K as a monotone operator; in particular if K = X), then

-1
(I +7) is defined everywhere on X.
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(Iv.1l.v) (G. Minty [4]) If X is a Hilbert space, K a convex
subset of X, T: K + X a given operator, then a sufficient condition
that T be monotone over K is that T possesses a Gateau derivative
T; at every acK (thus, T;: X +X = X) such that (y, T;y) > 0 for

all a,yeX.

2. Fixed Points
Let X, Y be any two metric spaces. We shall denote by d the
respective distant functions. A map T: X + Y is said to be non-

expansive provided
a(Tx,Ty) < 4(x,y) for all s,yeX .

that is, T is Lipschitzian with constant one. Obviously, not
necessarily a nonexpansive map has fixed points. Nevertheless,
under very mild hypotheses, this is the case.

Let X be a Banach space, and K a bounded closed subset of X.

A point xoeK is said to be a diametral point of K provided
- = 4 .
Supx(_:K ”x xo” iam K

The set K is said to have normal structure provided every bounded,
convex subset of K with more than one point has a point which is not

diametral. This concept, due to M. S. Brodskii and D. P. Milman
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[6] is important since they proved that every compact convex set K

of a Banach space X has normal, structure.

(Iv.2.1) (W. A. Kirk [3]) If X is a Banach space and K is a
weakly compact, convex, subset of X with normal structure, then

every nonexpansive map T: K + K has a fixed point.
The following theorem applies to not necessarily convex sets,

(Iv.2.11) (G. Vidossich [5]) Let X be a Banach space, let K
be a weakly compact subset of X, and let T be a nonexpansive map
T: K + K. Assume that: (a) for every € > O there is a contraction
£ : 'K + K such that |jx - fe(x)." < € for all xeK; (b) for every
sequeénce [ﬁ:] of elements of K without a strongly convergent
subsequence, there is no subset A of K with more than o012 point
such that lim e - xkll = constant for xecl (K N co A). Then, T

has a fixed point in K.

In connection with statement (IV.2.ii) we note here that if
f: X » X is not expansive, then fk = (1 - 1/k)f is a contraction
X+ X, and limk(I - fk) =1 - f, Also, if K is a bounded convex
subset of a Banach space X and satisfies (b), then K has certainly

normal structure.
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(IV.2.iii) (F. Browder [1]) If X 1s a bounded closed convex
subset of a Banach space X with interior points, and T: K+ X a
nonexpansive map such that T(JK) © K, then there is a 0 < A < 1 such
that TA = AT + (1 - A)T is nonexpansive, maps K into X, and has the

same nonempty set of fixed points of T.
A corollary of this theorem is as follows:

(IV.2.iv) If K is a closed bounded convex subset of the Banach
space X, then every contrac¢tion K + X which maps 3K into K has a

fixed point.

A Banach space X is said to be strictly convex provided x, yeX,
X, ¥ # 0, and ”x + y” = “x" + ”y” implies x = Ay for some real
number A. A Banach space X is said to be uniformly convex if for
any.s > O there is some 8(e) > O such that ”2_l(x+y)” >1 - 5(g),
I=xll = llyll =1, lIlx - yll < e implies x = y.

It was proved by Clarkson that any uniformly convex space is
strictly convex. Also, every uniformly cohvex.space is reflexive.

(See M. Day [2] for these and other statements.)

(Iv.2.v) (F. Browder [1]) If X is a strictly convex Banach

space, K any convex subset of X, and T: K + X nonexpansive, then
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the set of all fixed points of T (if any) is convex.

3. Periodic Solutions of Differential Equations in a Hilbert Space
Let X be a given Hilbert space, and f(t,x) be & given map from

(-00,+00) x X into X such that f(t + T, x) = f(t,x) for all t and x,

We consider here the problem of the periodic solutions of period T

of the differentisl equation
dx/dt = f(t,x) .

We state here one of Browder's theorems concerning the existence of
such solutions. For this theorem it is sufficient to consider f as
defined only in [0,T] x X and to require solutions x(t) such that

x{(0) = x(T).

(Iv.3.1) (F. Browder [1]) Let X be a Hilbert space, f:
[0,T] x X - X a continuous map, transforming bounded sets into
bounded sets, and with the properties:

(a) (f(t,x) - £f(t,y), x - y) >0 for all t, x, y;

(b) there is a constant ¢ > O such that (£(t,x), x) > 0 for
all t and |[x|| = c. Then, the differential equation dx/dt = f(t,x)
has a solution x(t), or x: [0,T] + X, such that x(0) = x(T).

If the monotonicity condition (a) is replaced by the analogous

strongly monotonicity condition, then the solution above is unique.
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V. NOTES ON RECENT WORK BY GUSTAFSON AND SATHER

K. Gustafson and D. Sather [1] have proposed recently to use,
in the general line of Cesari's bifurcation process of Part III,
monotonicity conditions instead of contraction on the underlying
operations. The basic results of Minty and Browder then could be
used in conjunction with a process which is similar to the one of
Part III above.

With Gustafson and Sather we consider here an equation of the

form
(L ~Aw+Tw) = 0, weH , (1)

where H is a real Hilbert space, and L and T operators, for which

the following initial assumptions are made:

(L1) L is & linear self-adjoint operator (in general unbounded) in
a real Hilbert space H such that the lower part of the spectrum
8(L) consists of a nonempty set of isolated eigenvalues hl <‘

ha & e C km’ each of finite multiplicity. The behavior of the

upper part of the spectrum (let y denote its lower bound, F <7y)

is unrestricted, i.,e., it can have continuous parts.
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(IL2) L is of the form L = A + B where A is self-adjoint and posi-

tive, B is symmetric, D(B) @ D(A), and D(A + B - ;\1)1/2 = D(Al/z).

(T1) T (in general, nonlinear and unbounded) is single valued,

1/2
DIT)D DIA / ) and T 15 a monotone operator on D(Al/e), that is,

1/2

(T(wl) - T(_we), w, - w2) >0 for all WM, € D(ATT) .

2

(T2) T satisfies a local Lipschitz condition on D(Al/e) of the form
() = 2wl < alllw I I llsp(w ), B(w,)) ey -w ll, where p is a

1
seminorm defined on D(A /2), and Q: E, > [0,+00) is a glven func-

tion which takes bounded sets into bounded sets.

The use here of both a norm |! |i an.d a seminorm p is similar
to the use of both the square norm and the sup norm in the process
in Part IIT.

et N = U:lzl N()\i) where N(A.i) is the null space of L - ?x.iI,
and let Pbe the orthogonal projection of H onto NJ-, the orthogonal
complement of N. Then weH canbe written in the form w = u + v with
ueN and veN'L, and u and v are uniquely determined, Since N is &

reducing subspace of L, equation (1) is equivalent to the system
(L-A)v+Pu+v) = 0, (2)

Em

e -‘J\)ui +(I-P)T(u+v) = 0, (3)

(A
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ni

i i
where u = 2, e, .u
J=1 ij3j

is the projection of u = (I - P)w onto N(xi).
Here (ui,...,uii) is any orthonormal basis for N(xi) and then
cij = (u,u;). The process, analogous to the one in Part III, now
consists of first solving equation (2) for v = v(u,A) in NA} and
then solving equation (3) for u = y(A) in the finite dimensional
space N.

K. Gustafson and D. Sather first establish the existence of a
solution v = v(u,\) of equation (2). Then, theyestablish suitable

continuous dependence properties under the additional hypothesis

on T:
(T3) There is a constant ¢ > O such that the seminorm p satisfies
1/2
p(w) < clla / wl| for all weD(A) .

Finally the same authors discuss the bifurcation equation under the

further simplifying assumption (T4) T{0) = O.

Reference for Part V

[1] K. Gustafson and D. Sather, Large nonlinearities and monoton-
icity, Arch. Ratl. Mech. Anal. To appear.
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VI. NOTES ON WORK BY LANDESMAN AND LAZER

Let D be a bounded domain in En, and let
3 3
= —— 8 =
& Zril,,jr-l ax, 1ij ox,
i J
be a second order, self-adjoint uniformly elliptic operator on D,
precisely; ai, = adi, 1,3 = lyees,yn, alk aij are real bounded

measurable functions on D, and there is a constant ¢ > 0 such that

2

se B £,
i

a
1,3=1" 1] & c’j Ze iy, b
We consider here, with E. M. Landesman and A. C., Lazer [1] the

problem of existence of wesk solutions of the nonlinear boundary

value problem

1]

Lu + au + g(u) h(x) inD ,
(1)

on D ,

il
(@]

u(x)

Here h is a real function in L2(D), o is a positive constnat, and g
is a real valued function which is bounded and continuous on the

real line., We assume that the linear homogeneous problem

]
o

Lu + om inD,

on D ,

i
o

u( x)
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has nonzero generalized solutions, but we do not assume that h is
orthogonal to the solutions of (2) with respect to the usual inner
product (u,v) in LE(D)' We denote as usual by Hi the Sobolev
space of the functions u(x), xeD, with first order partial deriva-

tives uy = au/axj all u, u, € L2(D), j=1,.4.,n, and u = 0 o0

J
aD.

(VI.i) (E. M. Landesman and A. C. Lazer [1]) Let weHi be a
nontrivial wesk solution of (2) and let us assume that every
solution of (2) is of the form cw, ¢ real. Let g be a real valued
ontinuous function on the real line, possessing the two finite
limits g(-o00), g(+oo), and such that g(-o00) < g(s) < g(+o00) for all
real s without assuming monotonicity. Iet h be an element of L2(D)
and let D' = [xeD|w(x) > 0], D = [xeD[lw(x) < 0]. Then the

inequalities
g(-o0) [+ [wlax - g(+00) [ - |w]dx < (h,w) (3)
< g(+00) [o+ wlax - g(-00) [ . [w|ax

1
are necessary and sufficient for the existence of a solution ueHo
to problem (1).

If instead g(-o0o) < g(s) < g(+oo) for all s, then the same

inequalities (3) are still necessary for existence. The strict
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inequalities in (3) are then sufficient for existence.
In both cases the proof of the sufficiency in Landesman's
and Lazer's paper makes use of a technique similar to the one by

Cesari in Part III above.

Reference for Part VI

[1] E. M. Landesman and A. C. Lazer, Nonlinear perturbations of
linear elliptic boundary value problems at reasonance. J. Math.

Mech. 19, 1970, 609-623.
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VII. NOTES ON RECENT WORK BY NIRENBERG

‘In the last years the Leray-Schauder degree theory has been
extended under various hypotheses to mappings T: X - Y from a
Banach space X into a Banach space Y, in particular from a Euclidean
space En into a Euclidean space Em, n > m.

If we consider a map
y = T(x), ern 3 yeEm 5 n>m,

and we ask for a solution of the equation T(x) = O in a solid
sphere B in En of center the origin, again the topological degrge
approach may yleld essential information. We shall assume below
that T(x) # O on OB.

The topological degree technique yields conditions on the
boundary values To of T on B, which ensures that for every extension
T of T, inside B the equation T(x) = 0 has always solutions in the
interior of B.

Having assumed T(x) # O on OB, we may consider the normalized

map V(x) = To(x)/HTo(x)H mapping from 3B = g e T,

(VII.1) A necessary and sufficient condition that for every

continuous extension T of"the (continuous) map To the equation
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T(x) = O is ‘always solvable in B is that the homotopy class of ¥

be nontrivial.

Note that the homotopy group of all continuous mappings
n-1 n-1 3 : .
S + S is the group of integers (and indeed the topological
degree is an integer). The homotopy group of all continuous mappings
n-1 m-1 . .
8 + S ', n>m may have a quite different structure, and may
be not trivial. For instance, H. Hopf discovered that there are

; 3 2

nontrivial maps 8 + S, We refer here to work of A. 8. Svarc
[5] K. Geba [3], K. D. Elworthy [1], D. D. Elworthy and A. Tromba
[2]. Unfortunately, the homotopy groups of all continuous maps

- -1 . .
" . -+ Sm are very difficult to determine, and there are no

5 n-1 m-1
known methods to determine if a given map ¥: S + 8 is
nontrivial, Moreover one of the theorems below requires the use

n-1 -1
of the concept of stable homotopy class of a given map S > Sm l,

n-
concept which is introduced by "suspension" of the spheres S
m-1 | ; ; "
and S into structures of higher dimensions.
Nevertheless the following results are far reaching extensions
of Landesman's and Lazer's theorem above.
Let L be a linear elliptic partial differential operator of

even order m acting on scalar functions satisfying coercive boundary

conditions Bu = O on dD expressed in terms of m/2 differential
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operators of order m., Then, the operator L acting on such functions
ts of Fredholm type, that is, has finite dimensional null space,
ker L, of dimension 4, and closed range in a suitable function space
of finite codimension d* = dim ker L; the index of L is then ind L =
d - d*,

We cosider here with L. Nirenberg [U4] the boundary balue

problem
!
Lu = g(x,u) inD , Bu = 0 on & , (1)

with g(x,u) continuous in DxE. having limits as u + +00 and u + -o0

1
which we denote h+(x) and h_(x), respectively. We assume that the
limits g(x,u) + h (x) as u + +0o0, and g(x,u) > h (x) as u + -oo
occur uniformly on D.

Concerning the homogeneous problem, the following assumption

is made:

(h) The only solution w of
wm = 0 in D , B« = O on ‘D (2)

which vanishes on a set of positive measure in D is w = Q.
The solutions to problem (1) (if any) are to be understood as

functions belonging to Hmp’ that is, having derivatives up to order
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m, the order of the operator L, all in Lp for every p <€ oo, Only
the two cases ind L = 0 and ind L > 0 are taken into consideration
below.

The conditions below will be expressed in terms of functions
wl,...,wd spanning ker L, that is, satisfy’ng (2), and functions
wi,...,wé spanning the Lg-orthogonal complement of the range of L
acting on functions satisfying the boundary conditions Bu = 0O on
D. We assume that the coefficients of L and of the boundary condi-
tions are smooth; consequently, we may choose the wi and wé as smooth

functions. Having chosen such functions we define a map

as follows. For a unit vector a = (al,...,ad) in Ed denote by a-*w,

the inner product alwl + vae + adwd, and define‘To(a) by taking

= 'dx + h w'dx ] = Lyeeesd®.,
Toj(a) fa°w>0h+wj = fa-w<D 5 il ¢ Sl

We assume that Tb(a) never vanishes, that is, To(a) # 0 for-all

aesd-l, and that the mapping To is continuous. Finally, we define

as usual

-

¥(a) = 7 (a)/lT (a)l
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(VII.ii) Suppose ind L = 0, and condition (h) holds. If the

d-1 d-1
map ¥: S + 8 has topological degree different from zero,

then problem {1) has a solution.

(VII.iii) Suppose ind L > O and condition (h) holds. If the

¥ »*
d- d -
stable homotopy class of the map ¥: 8 A + S & is nontrivial,

then problem (1) has a solution.
For proofs and details we refer to L. Nirenberg [4].
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OSCILLATIONS IN NEUTRAL FUNCTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Jack K. Hale

Some time ago [1], the author announced a result on the
Fredholm alternative for the existence of periodic solutions of a non-
homogeneous linear Agutral functional differential equation (NFDE).

In this paper, we indicate a proof of this result and, at the same time,
use the method of proof to give a brief survey of some recent develop-
ments in the theory of NFDE which have applications far beyond the
problem of periodic solutions.

Let R = (-w,%), R = [0,), E' be any n-dimensional linear
vector space with norm |-|, C([a,b],E") the space of contimuous func-
tions from [a,b] %o En with the topology of uniform convergence.
For a fixed r >0, let C= C([-r,0],E") with norm [g| =
sup_ o ol®(6)] for @ ec. If xe C([o-r,0+A),E°) for some A > O,
16t = _e C, t € [0,0+A) be defined by xt(a) = x(t+8), -r < 6 < 0.

t

Let D,L. C —aEn be continuous linear operators,

0
Ip = [ [dn(6)]e(6)
-
D=D,+D
(1) o 1“
D@ = 9(0) -kflAkw(-Tk),
0
D9 = IrA(G)m(B)dB

where 7 is an n X n matrix function of boundec variation, A(9) is

an n X n matrix integrable on [-r,0], the A are nXn constant



- 100 -

J. K. Hale

matrices with E'rk<e ol -0 as e-0 and 0< 7 <r. For no-

tational purposes, there is an n X n matrix p of bounded variation

on [-r,0] such that

0
(2) Dp = (0) - [ [dn(6)Ie(e).
-
A linear hamogeneous NFDE is a relation
(3) %EDx = Bx.. «

A solution of (3) is a continuous function x on some interval [-r,A),
A >0, such that Dx, is continuously differentiable and satisfies (3)
on (0,A). For any @ e C, there is a unique solution x = x(p) of (1)
on [-r,w) such that x, = ¢ and this solution is continuous in

@,t) € ¢ xR (see [2]). If T(t,D,L): C—C, t e R, is defined by
(¥ T(t,D,L)e = x, (@)

then T(t,D,L), t e R+, is a strongly continuous semigroup of linear

transformations.

Let Cp = {p eC: DyP = Q0}. This is a closed subspace of the
' o]

Banach space C and T(t,D;,0): C, —Cp - Let the spectral radius of
0 0

T(t,Dy,0) | CD0 be rDO(t) and
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The operator D, is said to be stable if ay <O (see [8]). Note
0
that T(t,DO,O)I C, 1is nothing but the semigroup of linear trans-
0

formations corresponding to the solutions of the homogeneous difference

equation
(6) D,y = O.

The operator D, is stable if the zero solution of (6) is uniformly
asymptotically stable. Also, note that ay = - if D = 9 (0);
0

that is, D, is the operator corresponding to the usual retarded

0
functional differential equations.

For a fixed w >0, let 91 = (x € C((-,®),E"): x(t+w) =
x(t),t e R} and & = (H e C((-»,«),E"): H(0) = O and there is an
n-vector o and h e P with H(t) + at + h(t)}. For any H € iﬁ&
H(t) = ot + h(t), h € B, we let 5] = Ja + suptqo’w]]h(t)i. The

theorem on the Fredholm alternative for periodic solutions can now be

stated as:

Theorem 1. If D, is stable, H € gzzf then the equation

(7) & [ox, - H(t)] = L(x,)
has a solution in % if and only if

w
(8) gﬂt)dﬂ(t) =0



- 102 -

J. K. Hale

for all a-periodic row vector solutions y of the "adjoint" equation

(0] 0
(9) S () - [ y(6-8)au(6)] = -J y(t-0)an(e).
-

. J
Furthermore, there is a continuous projection operator J: ﬁ/m - Mm
such that the set of all H satisfying (8) is (I-J)ﬁ/w and there is
a continuous linear operator %% (I..J)Mm-a ?w such that %¥H is a
solution of (7) for each H € (I-J‘)% ;
It is part of the conclusion of Theorem 1 that the integral
in (8) is well-defined even though H is only continuous.
It is also possible to explicitly describe the operator J
and in doing this we will also rephrase the entire problem in terms of
the solution of an operator equation in a Banach space. This terminoclogy
makes clear the relationship of the above theorem to the general problem
of solving functional equations. .
Let A % - s‘ﬂw be defined by
t

- DX, - é Lx ds.

(10) Ax(t) = Dxg
It is clear that A is continuous, linear and, furthermore,
that the null space .%(A) consists of the solutions of the homogeneous
equation (3) in 9:) . It will be shown below that K(A) is finite
dimensional and there is a continuous projection S. 9;1 — % such
that #(A) = S % . Theorem 1 implies there is a continuous projection

J: & — & such that the range R(A) satisfies R(A) = (I-9) &
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and that A has a bounded right inverse %#. Furthermore, % will be
uniquely specified if we require that J. % = O.
If U= (q)l, 4 .,q)d) is ‘a basis for the w-periodic solutions

of (3), V= col(¥y,...,¥;) is & basis for the w-periodic solutions of

(9), and ' denotes transpose, then §,J can be defined as
-1
® ®
Sh = U}[ U'(s)U(s)ds f U'(s)h(s)ds
0 0
i -1
(11) .

® ®
JH(t) J v (s)as| |[f V(s)V'(s)ds [ V(s)aH(s).
o} 0 0

A}

Before proceeding to the proof of the theorem, we remark that
Theorem 1 allows one to immediately apply the usual theory for perturbed

linear systems to equations of the form.
d
(12) T D%, - G(t,%,)] = Ix, + F(t,x,)

where G(-,9) e & , F(,9) € P for each ¢ € C. In fact, if we de-

fine the operator A as before and define N: % - L'fﬁ) by

t
(13) Nx(t) = G(t,xt) - G(O,x_o) + [ F(s,xs)ds
0

then equation (12) has a solution x in % if and only if

(1) Ax = Nx
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which by Theorem 1 and the above remarks is equivalent to

X = 8x + #(I-J)Nx

(15)
JNx = 0.

One can now apply the theory of [9] to obtain sufficient
conditions for the existence of w-periocdic solutions. In particular,
if G= eG, F = ¢, where G(t,9), F(t,9) are continuously differ-
entiable in @ and e is a real parameter, and there is a d-vector

bO such that

A(by) = O, det[aA(bo)/Bb} #£0

A(D) fwv(s)[dE(S,U(s)b) + F(s,U(s)b)ds].
0

then there is an €y, > 0 such that equation (12) has an w-periodic

0< el < €y continuous in e and x(b,,0) = Ub.

We now proceed to give two methods of proving Theorem 1, the

solution x(bo, €),
first method will have general applicability to the discussion of the
local theory of nonlinear equations and the second is applicable to
more general boundary value problems. Basic to both approaches is the
following:

[ ]

Lemma 1 [3]. There exists a continuous linear map V¥: C — CD and a
’ ¢

family of maps Tl(t,D,L)Z C - C, completely continuous for each & >0,

such that
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(16) T(t,D,L) = T(t,D,,0)¥ + T, (t,D,L).

O.P
Fram a general result on linear operators (see [1#,5}), Lemma 1

implies the following: for any fixed a > aj , all elements p(t) in
0

the spectrum o(T(t,D,L)) of T(t,D,L) with |u(t)] zeat belong to
the point spectrum, the number of such p(t) is finite, the generalized

eigenspace of each p.(‘b) is finite dimensional, and there exists sub-

spaces P P
P w(t)” “u(t)
dimensional, C = Pp.('t) 5] 'ﬁu(t) and the spectrum of T(t,D,L) re-

invariant under T(t,D,L) with Pp(‘t) finite

stricted to Fu(t) is  o(T(t,D,L))\u(t)}.

If Do is stable, then, in particular, there can be only a
finite number of elements of the point spectrum of T(t,D,L) with
modulil equal to one. Thus, there can be at most a finite number of
w-periodic solutiors of (3) and this implies the existence of the pro-
jection operator S mentioned above with -X(A) = s?m.

Furthermore, D stable implies only a finite number of ele-

0
ments of the point spectrum of T(t,D,L) with modulii greater than or
equal to one. The theory in [2] now implies one can decompose C as
C=P®Q vhere P,Q are inveriant under T(t,D,L), o(T(t,D,L)[Q) =
o(T(t,D,L)) N (Al |A| <1}, P finite dimensional and P,Q are de-

termined in the following manner. A number A 1is said to be a

characteristic value of (3) if
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)

Let Dy be stable, A= (A! det A(A) = 0, Re X >0) and 0= (q)l,...,cpp

be a basis for the initial values of all solutions of (3) of the form
X Pk(t)E7Lk

a basis for the corresponding solutions of the adjoint equation (9) of

_)\k‘t

t
» M €4, pk(t) polynomials in t, and ¥ = col(llll,...,llrp)

the form 2 q (t)e © , N € A, q (t) polynomials in +t. Let

0

G
(@,9) = a(0)Dp + [ é’a(ﬁ—e)[du(e)]qn(&)da

T

08
i (f)a(e-e)[dn(ﬂ)]qJ(é)d&

and (¥,9) = (\lrj,qak), j,k=1,2,...,p. Then (¥,0) is nonsingular and

may be taken to be the identity. It follows from [2] that

C=P & Q
(18) P={p € C. p = da for some p-vector a}
Q= {p eCl (¥,9) = 0}.
Thus, any @ € C can be written as ¢ = cpP + ch, qJP = o(Y,9), ch =
9 -of €q.
Since P is invariant under T(%,D,L), there is a p x p
constant matrix E, ¢(E) = A such that T(t,D,L)0 = B, Also, from

[2], o(e) = 0(0)e™, -r< 6 <o0.
Another fact that is needed is the variation of constants
formula. It is shown in [6] that there is an n x n matrix X(t),

-o < t < o, of bounded variation, continuous from the right, X(t) = O,

2

t <0, X(0) = I satisfying
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t
D(X,) = é L{x))ds + I, €20

4 ;
such that, if X, et T(t)X,, the initial value problem for (7) is

equivalent to

t
(19) x, = T(t)p + [ T(t-8)X dH(s).
0]
If one now defines X = o(¥,X.) = o¥(0) =% - %, then x, =
[¢] F 270 0 0’ +
oy (t) + xg implies

T [y(t) - ¥(0)H(t)] = Ey(t)
(20)
Q

X

t
3= (s,0,L)0% + é T(t-s,D,1)X3dH(s)

where all integrals are to be interpreted as regular integrals in "
for each 6 in [-r,0].

Since the spectrum of T(t,D,L)|Q lies inside the unit
circle, there are positive constants K,@ such that [T(t,D,L)|Q] <

Ke™ ", t > 0. Therefore, it follows from [6] that one can also suppose

K,a are such that |T(t,D,1)X3| < ke, & >0. Thus, there is a

unique wQ = @Q(H) continuous and linear in H such that the solution

%
at + h(t), a e En, h e 91, and z(t) = y(t) - ¥(0)h(t) in the first

of the second equation in (20) is w-periodic in t. If H(t) =

equation of (20), then the existence of an w-periodic solution is

equivalent to the existence of an w-periodic solution of the ordinary



- 108 -

J. K. Hale

differential equation

gi(t) = Ez(t) + E¥(0)h(%) + ¥(0)a.

(21)

A necessary and sufficient condition for the existence of an w-periodic
solution of {21) is well-known from ordinary differential equations.
Checking this condition and proceeding as in [10] for retarded functional
differential equations, one completes the proof of Theorem 1.

A second proof can be obtained from the general theory of two
point boundary-value problems developed in [7]. We summarize the theory
for the autonomous case although the nonautonomous case is also treated
in [7].

For the statement of the principal results on boundary value
problems, some care is needed in the specification of the continuity
properties of the functions 1,u in (1), (2). Without loss in
generality, one can suppose both 1n,u are continuous from the left
on (-r,0), vanish on [O0,®) and are equal to their values at 6 = -r
on (-e,-r]. Let B0 be the space of functions V. [-r,0] N (the
space of n-dimensional row vectors) which are of bounded variation on
[-r,0], continuous. from the left on (-r,0) and ¥(0) = 0. We identify

BO with the conjugate space of C with the pairing
0
(W’cp) = f [d‘V(e)]cP(e), Ve )éo, ¢ € C.
-

With p,n normalized as above, the adjoint equation (9) as
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an equation for functions of bounded variation can be written as
o L

(22) ¥(s) - [ [a(@)lu(s-a) + | y(o)n(s-a)da = constant.
s ]

It is then not difficult to prove that for any t € R, V € BO’ there
/

is a unique y: R —*En* of bounded variation on finite intervals,
continuous from the left such that . =l y’ vanishes on [t,=) and
(22) holds for s <t - r. If this solution is denoted by y(t,¥) and
0 0 0 ‘
ys(e) = y(st6), -r < 0 <0, v (0) = 0, then y_ (t,v) € B, for each

§ <%,

Let Q! BO - BO be the quasinilpotent operator defined by

0 ¢}
(23) Qv (e) = é [av(8)In(e-p) + é ¥(E)n(e-p)ag, -r -6 <0, V¥ eB,.

Suppose V is a Banach space, g < T are given real numbers
M,N! C » V .are linear operators with domain dense in C and Y eV
is fixed. Let V¥ be the conjugate space of V and M*,N* the ad-
joint operators of M,N, respectively. The boundary value problem (I)

is to find a solution of (7) satisfying
(2L) Mx o+ Nx_ =Y.

Theorem 2, For boundary value problem (I) to be solvable, it is

necessary that
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T
(25) [ v(s)am(s) = -(¥,1),
a

for all solutions y,¥ of the adjoint problem: V e V*, y satisfies
the adjoint equation (22) on [o-r,T-r] and zg = (I+Q)—]“M*Wl!,
20 = (1+0) .

If R(MNT(7-0)) is closed in V, this condition is both
riecessary and sufficient.

To apply this result to the proof of Theorem 1, let V = C,
M=-N=1I, y=0, 0=0, T=w The boundary value problem (I) is
then to find a solution of (7) with x_ = x - To show A(1-T(w,D,L))

(¢}

is closed observe from Lemma 1, that I - T(w

,Dp,0) ¥ has an inverse

so that

I - T(w,D,L) = [I-T{w,D

0’

0)¥] [I - (I-T{m,DO,O)\If)'lTl(w,D,L)].

Since Tl(cu,D,L) is completely continuous, it follows that this range
is closed. Thus, (8) is necessary and sufficient for the existence of
an w-pericdic solution of (7). This characterizes the range of the operator
A in (10). Since it also is shown in [7] that the dimension of the space of
m—per:l.odic solutions of the adjoint equation is the same as the dimension of
the space of w-periodic solutions of (3) and, thus, is finite, there ex::ts
a continuous projection operator J: s%c-l') - % such that #(A) = (I-J) &
It follows that A has a bounded right inverse _% and Theorem 1 is
proved.

Incidentally, the above argument applies equally as well to show

that M + NT(U:.,DO,O) nonsingular implies #(M+NT(w,D,L)) is closed.
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(1) Géneéralités sur les systémes dépendant du temps.

Etant donné un systeme physique on en fait un modele, généraleme:
en procédant comme suit, voir [7] 3 [8]:

On se donne un espace G dont les points sont censés représenter
les temps. Appelons époque tout intervalle de l'espace des temps.

On se donne un espace R, dont les points sont censés représenter
les états. Appelons déplacements toute application definie sur une
époque, & valeurs dans %

On se donne opérateur T défini sur l'ensemble des déplacements

4 valeurs dans cet ensemble. On appelle solution de 1'équation

LP = i k{? E
un déplacement f vérifiant
f = Tf

E est appelée équation régissant le systtme, Une solution f est appe-
lée souvent un mouvement du systeéme.

En général l'espace des temps T est 1la droite réelle ou 1'ensemble
des entiers. La droite réelle est prise comme espace des temps en
Mécanique, Electricité etc. L'ensemble des entiBps est pris ¢omme
espace des temps, dans des domaines ol 1'état ne peut etre défihi
qu'en un certain nombre de points discret. On rencontre principalement
cet espace des temps en Economie; par exemple 1'état du stock d'une
entreprise est défini tous les jours & 18 heures, 1'état de la Bourse
est défini tous les jours & 18 heures, lé bilan d'une entreprise est
defini tous les ans au 31 janvier. On choisit aussi-quelquefois l'ensem-
ble des nombres entiers comme espace des temps dans des systémes

4 caractére périodique. Sans entrer dans le détail de ce que nous
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entendons par la,ce sont des systémes pour lesquels il suffit d'exami-
ner l'état & des intervalles réguliers pour pouvoir connaitre les états
en tous temps. Les systémes pour lesquels l'espace des temps est la
droite réelle sont appelés systémes continus.

Ceux pour lesquels c'est 1l'ensemble des entiers sont appelés systdémes
discrets.

L'espace des états .(R peut €tre espace de dimension finie ou infi-
nie. Avant de donner quelques exemples, disons que 1'état d'un objet
matériel dépend essentiellement du point de vue duquel on le regarde.
Ainsi en Mécanique si l'on étudie le probleme de la chute d'un corps
dans le vide sur une terre supposée plate, on pourra prendre comme
état son altitude et sa vitesse de chute, c'est & dire un espace des
états & deux dimensions. Si 1l'on étudie ce probleme dans 1'hypothése
d'une terre en rotation on devra prendre un espace des temps & six
dimensions. Si on désire prendre en compte 1'échauffement dii & l'air
ambiant il faudra ajouter des dimensions supplémentaires pour la tem-
péraure. Nous avons donné des exemples d'espace d'états en Mécani-
que. Donnons des exemples dans d'autres domaines ol l'espace des
états sera I[R2 ou IR.Dans une réaction d'équilibre chimique, A donne
B, B donne A, 1'état sera le couple (xl,xz) ol x, est la dose de A et

1

Xq la dose de B. Dans un probleme d'équilibre biologique entre deux

especes A et B, ou A mange B, (mais si A est rare, B périclite),

) o x, est la densité de population de A et x_ la

2 1 2
densité de population de B. En sociologie dans une population compor-

1l'etat sera (xl .

tant une population A de délinquants et une population B d'éducateurs,

1'état sera le couple (x ,xz) ot x. est la densité de A, x_, la densité

1 1 2

de B. En économie, l'état d'une entreprise sera la situation de son bi-
lan tous les premiers du mois etc. Les espaces de dimension infinie
se rencontrent surtout dans 1'étude des milieux continus. Par exemple
dans le probléme de la vibration d'une corde de longueur L 6 1'état se-

ra une fonction u définie sur [o,L] a valeurs dans IR qui au point
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d'abcisse x fait correspondre 1'ordonnée u(x). Un mouvement
A

au sens ou nous l'avons dit est donc une application Y definie sur

une époque et qui & chaque temps t fait correspondre un état

u =(t). Dans un probleme tel que 1'étude de la pression acoustique
dans une enceinte fermeée £, 1'état pourra étre la fonction qui & cha-
que point de £ associe la pression acoustique. Dans ces deux exemples
on voit que 1l'état est une fonction. Dans le premier cas l'espace des
états est 1'espace des applications continues de [o,L] dans R ; dans

le second c-‘est l'espace des applications continues de 2 dans R ;ce

sont des espaces de dimension infinie.

En ci qu: concerne l'équation régissant le systdtme, nous n'entre-
rons pas dans le détail. Nous l'avons écrite pour fixer les idées
Y= T. On peut toujours mettre sous cette forme trds générale une
relation entre une ou plusieurs dérivées d'une fonction. Ce sontde
felles relations que 1l'on rencontre dans les problémes usuels que nous
avons en vue: par exemple la loi de Newton ou les équations de Lagran-
ge en Mécanique, les lois de Kirchoff en Electricité, la relation d'Helm-
hotz en Acoustique etc. 7

On peut noter encore q'il est possible de faire plusieurs modeles
équivalents du point de vue mathématique. Il est possible d¢ simplifier
l'espace des états en compliquant 1'equation régissant le systéme et
inversement. Par exemple sifRest de dimension finie et si T corre-
spond & une équation différentielle & retard ou d'un type héreditaire
ou peut faire un modele équivalent en rendantﬁde dimensgion infinie
et en prenant un T correspondant & un systéme dynamique. Pour don-

ner un exemple plus simple considérons une masse de valuer 1 spumi-
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se & l'action d'un ressort de rappel de dureté 1. Si x(t) est la‘posi-
tion du centre de gravité de cette masse au temps t, on a pour tout

temps

y ) = -x(t)

c'est & dire qu'on prendra un espace des états & deux dimensioné.'*et
que le systéme sera régi par une équation différentielle  ordinaire.

On peut écrire aussi

t
x () = x () - Jx(s)ds
o}
t
o
On prendra un espace des états & une dimension et le systéme sera’

régi par une équation différentielle fonctionnelle.

Une premitre étape dans la connaissance d'un systéme physique
consistait donc & en faire un modele. Cette ﬁremiére-étape ne conduit
au succes que si l'on sait tirer deé conséquences mathématiques en
étudiant ce modele et donner des propriétés des solutions qui sont
censées représenter les muovements du systéme physique.

Une deuxitme étape consiste & se demander s'il est possible d'as-
sujettir certains parametres du systdme & évoluer selon certaines
fonctions que l'on appellera commandes, de telle sorte que les mou-
vements soient des fonctions données & l'avance. On peut alors faire
un modele de ce systtme comme suit, modele que l'on appelle proces-
sus. .

On se donne un espace G dont les points sont censés représenter
les temps. |

On se donne un espace R, dont les points sont censés représenter
les ¢tats. Appelons réponse (au lieu de déplacement) toute application

définie sur une époque & valeurs dans ﬂ I 'ensemble des réponses
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sera dénoteé Rép

On se donne un espace /\ dont les points seront appelés ordres.
Appelons commarde toute application définie sur une époque & valeurs
dans /\. L'ensemble des commandes sera denote /\°P

On se donne une application T definie sur F épx ép& valeurs dans
.(Rep On dit qu'une réponse f est une solution pour la commande c¢ de

1'équation.

LP =T (L.P,u) E
ou plus simplement que f est une réponse donnée par la commande c
si

f = T (f,c)

Dans un tel modele, les espaces T et (.R sont ceux dont nous avons
parlé précédemment.

L'espace des ordres Aest l'eSpace dans lequel prennent les wva-
leurs les parametres du systdéme sur lesquels on agit. En Mécanique,
l'ordre pourra étre une force exercée sur le systéme ; en Electricite,
1'ordre pourra étre une tension: appliquée & un élément d'un circuit; en

Chimie, l'ordre pourra &tre une température imposée & un mélange.

En théorie des systémes commandés, deux types de problémes sé
posent, que nous allons exposer brigvement. Parmi les mouvements
que l'on demande au systéme de suivre, il ¥ en a une classe importan-
te : on demande au mouvement d'étre tel qu'a un instant initial 1'état
ait une valeur prescrite et & un instant final il ait une valeur prescri-
te elle aussi. Le probleme qui consiste a éfouver une commande per-
mettant de faire passer le systéme d'un était initial & un etat final est
le probleme de l'accessibilité. En général s'il a une solution elle n'est
pas unique. Supposons que l'on se donne une application qui 4 tout cou-

ple réponse-commande fasse correspondre un nombre réel positif que

1'on appelle le coiit (pour le couple réponse-commande). Le probléme
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qui consiste & choisir parmi les couples réponse-commande permet-
tant de faire passer le systeéme d'un état & un autre celui qui a le
cout le plus faible est un probleme de commande optimale,

On peut mentionner enfin un dernier probléme. Soit un processus
et } une application de l'espace des états R dans un espace S
appelé espace des états observés. Appelons alors les commandes,
entrées, et x étant une reponse' donnée par une entrée u , appelons
x la sortie donnée par u. On dit que le systeme est complétement
observable si , x et x' étant deux sorties données par une meme en-

trée.
%Gx = ’K:ax‘ = x = x'

Dans ce cas & chaque entrée u on peut faire correspondre la sortie

%ox ol x est la réponse donneée par u (vérifiant des conditicns ini-
tiales données). L'application qui & u fait correspondre j@ax est appe-
lée fonction de transfert (généralisée). Un premier probléme consiste,
¢tant donné un processus a trouver cetie fonction de transfert. Un au-
tre probleme consiste, étant donnée une fonction de transfert, & trou-
ver explicitement le processus S admettant cette fonction de transfert,
c'est & dire & trouver R et T. C'est le probleéme de l'identification,
qui est reésolu avec succés principalement dans le cas des systémes
linéaires.

Pour limiter le sujet et pour traiter les systémes qui s'apparen-
tent le plus & ceux de la Mécanique non linéaire, au sens traditionnel,
nous traiterons seulement les systémes régis par des é¢quations diffe-
rentielles ordinaires. Nous délaisserons les systdmes discrets qui sont
du ressort .des théories de la programmation dynamique; les systemes
régis par des équations différentielles fonctionnelles et par des équa-
tions aux dérivées partielles quoique ceux-ci puissent rentrer dans le
cadre d'une formulation plus générale que nous adopterons & la fin;

les systémes stochastiques.
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2. Processus regi par une ¢quation differentielle ordinaire.

On appellera processus régi par une équation différentielle ordi-
naire un sextuplet S = { G, R AN, W M F)on B, RLAL U
sont des espaces, Mun sous ensemble de b x R, x /\,F une applica-
tion deéfinis comme suit

"% est la droite réelle. On l'appelle ici espace des temps. Ses

point sont les temps. Nous appelons époque tout intervalle del'éspace
des temps. Si l'époque ne contient qu'un seul point nous disons qu'elle
est dégeénérée., Dans la suite il ne sera pas utile de considérer ces
époques et quand nous lirons "eépoque" il faudra lire ! époque non dé-
générée",

ﬁ est un espace de Banach appelé espace des états; s.s points

sont les états. On appellera réponse toute application définie sur une
époque, son époque et prenant ses valeurs dans (R On dénotara :fli'en-
semble des réponses.

/\ est un espace de Banach que nous appellerons espace des or-

dres ;ses points sont les ordres. On appellera commande toute ippli-
cation definie sur une époque , son épooue, et prenantses valeurs
dans /\. On denotera/\epl‘ensemble des commandes.

Parmi les commandes, par un choix préalable, on en distingue de

particuliéres qu'on appelle commandes admissibles."uaest 1'ensemble

des co_mmandes admissibles. Par exemple "‘Urpeut étre l'ensemble des
commandes réglées, ou des commandes continues par morceaux,ou des
commandes continues, ou des commandes constantes par morceaux.
t/%es;t un sous ensemble de 6 x R x A.
F est une application de M dans % . On lui demande de plus que
quelle que soit ¢ e’U:, d'époque I , et f réponse continue d'époque I
veérifiant (t,f (t), c (t))e Mpour tout temps t de I ,1'application de I

dans _(ff, , t — F (t,f (t), c(t)) admette une primitive,
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On dit qu'une reponse f est une solution donnée par la commande

2 8s Uoquation. B
X (t) = F (t,x(t), ult))

ot encore, est une réponse du processus donnée par la commande c si

i ¢ est une commande admissible ;

ii ‘l'epoque de f est égale 4 l'époque de c;
iii pour tout temps t de 1'époque de f , (t,f(t), c(t)) eﬂ(;;
iv f est continu ;

v f est différentiable presque partout. f(t) dénotera

la dérivée de f au point t ;
vi 1'égalité suivante est vrai presque partout.
f(t) = F(t,1(t), c(t)
E s'appelle équation régissant le processus.

Definition : On dira qu'une reéponse { passe un point (8,y) de Tx R
si son époque contient 6 et si f(8)= y. Si 6 est le minimum de 1‘epo—
que on dira que f commence en (8,y). Si 6 est le maximum de 1'épo-
que on dira que f se termine en (#,y). On emploiera des expressions
analogues avec les commandes ; ¢ passe par, commence par, se termi-

ne en (8, A) point de "G x A.

Définition : On dira qu'une réponse f est une solution donnée par

la §ommande c de l'équation (JE)(B, 9 si
i c est une commande admissible ;
ii l'époque de c est égale & 1'époque de f;
iii pour tout temps t de l'époque de f-, (t, f(t), c(t)e%.
De plus f passe par (8,y); '
iv f est continu ;
v pour tout temps de l'époque de f
t

tit) ed(8) + f F (s,f(s), ¢ (s)) ds
0
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Dans ce probléme le point (6,y) prend le nom de condition initiale

6 est le temps initial, y l'état initial

Il résulte des définitions précédentes et de la définition d'une pri-
mitive que si f est une solution donnée par une commande c de E et
si f passe par (6,y) , f est une solution donnée par c de UE)(@, ok

Inversement si f est une solution donnée par c de (fE)( ,f est une

8,y)
solution donnée par c de E.

3. Geneéralités sur les reponses.

Les propriétés suivantes sont évidentes et découlent des proprie-

tés des primitives .

1¢) Si f est une réponse donnée par une commande c¢ et sil
est une époque contenue dans 1'époque de f . la restriction de f a I,

f/1 ,est une réponse donnée par la restriction de ¢ a I, c¢/I.

2°) Supposons que f soit une réponse donnée par une commande
c et que f' soit une réponse donnée par c'. Supposons que c et c'
aient la méme époque, soient égales presque partout et que,
., £ (t), c'(t))é«/"(o pour tout t de cette époque. Alors f est une réponse

donnée par c'.

3°) Propriété de transitivité Soit f une réponse terminée en (8,y)
et g une réponse commencée en (0,y). Dénotons fUg la réponse defi-
nie sur ¢pfl ép g et dont le graphe est la réunion des graphes de f
et g. Soit ¢ une commande avec &p c¢ = pf, terminée en (8,\), .
(c'est a dire que c¢(8) =A); soit d une commande avec &p d = &f g
et commencée en (8,A), df8) =A. Dénotons cU d la commande dé-
finie sur 2pc U2p d et dont graphe est la réunion des graphes de c
et d . Si cUd est une commande admissible, fUg est une réponse don-

née par cld.

4 ) 1l n'est pas dans notre propos de hous étendre ici gur les con-

ditions d'existence et d'unicité des solutions de E. Les conditions
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les plus classiques sont du type: si F est localement Lipschitzien en
y (la variable d'état), quel que soit (f,y) , il existe un r > 0 ; quel
que soit ¢ , commande admissible d'époque de durée r , contenant
6 , il existe une réponse donnée par c, passant par (8,y) , et une
seule.

Dans ces conditions, du fait que la clause d'unicité est satisfaite,
le 2° ) s'écrit en sous entendant le iii du paragraphe (2): les ré-
ponses passant par (6,y) données par deux commandes c et c' égales

presque partout, sont égales.

(4)  Accessibilite
On dira qu'un point (z, Z) de "Gxﬂest accessible depuis un
point (6,y) de 'Exﬂ,,ou que 1'état Z est accessible au temps z en
partant de 1'état y au temps 6 , ou que Z est accessible depuis y ,
s'il existe une commande c d'époque [9,2] et vne réponse donnée
par ¢ , commencée en (0,y) , terminée en (z, Z).

De méme on dira que (8,y) conduit & (z,Z), ou que y conduit a
Z au temps z en partant au temps 8 , ou que y conduit & Z, si Z
est accessible, depuis y.

Sous réserve que F soit uniformément borné et Lipschitzien 1'en-
semble des états accessibles autemps t depuis y est borné et varie
continuement avec t (avec la distance de Hausdorff).

I1 découle de la proprietée de transitivité (3) 3° qu'on peut énoncer:
si un état Z est accessible depuis un état y et si y est accessible
depuis un état X,alors Z est accessible depuis X. Cette propriéte b vrai
pour les processus régis par des équations différentielles ordinaires,
n'est pas forcément vraie pour d'autres processus en particulier ceux

qui présentent un caractére héréeditaire.

(5) Processus linéaires.

On appelle processus 'linéaire, un processus défini comme
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suit :
Soit % un espace des temps , ﬂ: un espace des états, A\ un
espace des ordres. (U,est 1'ensemble des commandes admettant des

primitives. Soit

A L3RR | B : T S>ZAR
t —> A (1) t —=>B (t)

deux applications admettant des primitives,T
Soit © un sous ensemble de £\ . Soit J"L= G x Q x £ ; on n'aura

4 considérer que les commandes & valeurs dans 2.

SoitF:'Efo,xQ ——-)ﬁ
(t,y. ) —> At) y + B (t) A

Conformément & ces notations le processus est régi par l'équation

x {(t) =A (t) x (t) + B (t) u (t)

Les processus linéaires se rencontrent chaque fois que 1l'on désire
commander "linéairement" un systéme linéaire. On peut considérer
aussi comme des approximations de processus non linéaires, l'état re-
présentant un écart depuis une variable prescrite , écart que l'on sou-
haite ramener & zero.

Le succés des processus linéaires vient de ce que l'on sait reésou-
dre explicitement & peu pr&s tous les problémes de la théorie de la
commande.

Une proprieté important est la suivante : supposons que 2 soit un

ensemble convexe . Soit cy . Gy deux commandes d'époque I.

T Si x et y sont deux Banach, &(x,y' 2enote le Banach des applica-

tions lineaires continues de¢ x dans y.
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1 f2 une réponse
Alors p  f + p, f, est une re¢ponse donnee par

Supposons que fl soit une réponse donnée par c
donnée per Cy -
Plcl + Pz <y (ot Pl + = 1). Ainsi si © est convexe l'ensem-

2
P> 0 p,>0

v

ble des états accesible au temps t depuis 1l'état 0 est convexe.
Nous allons nous étendre ici seulement sur les processus autono-
y : o n
mes de dimension finie, Nous supposerons donc que A-r" A-RE

et que /A et B sont des applications & valeurs constantes.

A (t) = A, B (t) =B pour tout t
ot AcZRR ., BeX (AR

Le processus est donc régi par l'équation
x(t) = A x(t) + B u (t)

Si ¢ est une commande d'époque I , si 6 est un temps de I et si y
est un état, ¢ donne une réponse f et une seule passant par (6,y)

qui a pour valeurs

t
£ i) =g B0 (y+J © g 20 poie)an ) (1)
6

(5.1) Ensemble commandable

Nous supposerons ici que £ = R" . On peut montrer alors qu'il
existe un sous espace vectoriel € de l'espace des états et un seul,
possédant la propriété suivante.

Soit y un point de ¥ ; Z est accessible depuis y si et seulement
si Z est un point de Y8 . Soit Z un point de B ; y conduit & Z , si
et seulement si y est un point de ¥ . '€ est appelé le sous ensemble

commandable du systtme S . On a de plus la propriété : la dimension

de 6 est égale au rang de la matrice & nx p colonnes et n lignes.
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[B,AB, AZB,...,A n-1 g7

Ce résultat s'établit & partir de 1'expression de la réponse (5) (1).
On dit que S est complétement commandable si g = g{ On concoit que
dans les systdmes non linéaires il existe localement des sous ensembles

commandables qui sont des variétés.

{5. 2) Processus observé linéaire.

Nous parlerons des processus observés déns le cés linéaire
seulement. Ils donnent’ cependent une bonne idée de ce qui peut se
passer dans le cas non linéaire.

Soit s = IRm un espace appelé des états observés. Soit H une ap-
plication linéaire de fR dans s, (qui transforme un état y en un état
observé Hy ). Si f est réponse , H f est appelée réponse observeée.

Le triplé S,s,H est appelé processus observé. On peut montrer qu'il
existe un sous espace vectoriel de l'espace des états Ret un seul
possédant la propriété suivante : )

Soit f une réponse donnée par une commande & valeur nulle (c(t )=0
pour tout t de l'¢poque de ¢ }:sifprend une de ses valeurs dans {J,
elle prend toutes ses valeurs dans A7, et la réponse observée est 4
valeurs nulles , Ho f = 0 ; si la réponse observée est & valeurs nul-
les, Hof = 0, alors f prend ses valeurs dans AJ.

{J s'appelle le sous espace non observable de ﬂ On a de plus la
propriété : la dimension de {J est égale 2 n-q , (oh nest la dimen-
sion de ﬂs) et ol q est le rang de la matrice &4 n lignes et n x m colon-

nes.
[ ,aw, A2w ... 4™l w]
oli A' est la transposée de A , et H' la transposée de H. On dit que

S est complétement observable si O - {o}. On congoit que dans les

systémes non liné¢aires il puisse exister des parties non observables,
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(5. 3) Fonction de transfert.

Dans la théorie des processus linéaires observés , une commande
(dont 1'époque est habituellement [o,+ & [) est appelée entrée ; la
réponse observée H o f de la réponse f donnée par u telle que ft(o)=o.

est appelée sortie. La sortie w donnée par une entrée u a pour valeurs

expression qui découle de (5) (1).

At
La matrice W(t) = He B s'appelle réponse impulsionnelle du

systtme . En effet le terme de lai tme ligne et de la j ¢me colonne
de cette matrice peut étre considéré comme la i éme composante de
la réponse observée d'une entrée dont toutes les composantes sont nul-
les, sauf la j éme qui est un dirac. On a

t

w(t) = J W (t-s) u (s) ds.
o
On appelle fonction de transfert la t-ansformée de Laplace de la

reponse impulsionnelle
co

Z (@ = L (W) = wis) »~ “P® ds

(o]

On peut montrer alors les transformées le Laplace de w de u, Lp(u},

L. (u) veéerifient
P
L (W =2 (p) Lp (u)

; At At .
On saif d'aprés la forme de e que He B est une matrice (a
m lignes et p colonnes), dont les coefficients sont des combinaisons

lindaires de termes de la forme

(<

t e“tt--‘)s/&t , é—dt sinﬁt



- 129 -

M. Jean

ofi ¢"est un entier positif, ¢ etﬂ sont des réels. On appellera une
matrice qui a de tels coefficients une matrice de "polynomes-exponan-
tielles"

Une matrice & m lignes et p colonnes W(t) est la réponse im-
pulsionnelle d'un processus linéaire autonome observé si et seulement
si c'est une matrice de polynomes-exponantielles.

De meme une matrice & m lignes et p colonnes Z(p) est la fonc-
tion- de transfert d'un processus linéaire observé si et seulement si
leg termes de Z (p) sont des fonctions rationnelles de p ol le degreé

du numeérateur est inférieur au degré du dénominateur.

En effet
E o

L (tredtcos t)= (-1 c B 25

p ﬁ dp® (p_‘x)z " ﬁz:l
Lo iF e'm(J£ sin /3t) = (—1)‘” ——-———5/3 3 ]

L (p-o4)* + }8 ,
Lt ()=

p P 6 -1 P

gt R g [t - eaj 0t 1 0P<O”

) (p-a)™ atf (6-1)

Les calculs de décomposition en fractions rationnelles montrent que
W (t) est une matrice de polynomes-exponentielles si et seulement
si Z (p) est une matrice de fractions rationnelles dont le numérateur
a un degré inferieur au dénominateur. On vérifie qu'une matrice de
polynomes-exponentielles W(t) est la réponse impulsionnelle d'un pro-

cessus linéaire autonome observé en remarquant que les applications

ot t
t —= % e cosﬁt 5t r—ét‘?’e‘>< sin ﬁt ont pour derivées au point

@ . . '
t des combinaisons linéaires de termes du type 7 e tcnsj&t 5
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¢’ ot '
O sm/jt,@’i_o‘",

Ainsi chaque terme de W(t) est solution d'un systame d'équations dif-
férentielles linéaires & coefficients constants. A partir de 14 on peut
construire A et B.

Si Z (p) est une matrice de fractions rationnelles dont le numéra-
teur est de degré inférieur au denominateur,. il existe un processus
linéaire autonome observé, complétement commandable et observable

qui a Z (p) pour fonction de transfert,

(6) Problémes de commandes optimales.

(6.1) Fonction de cofit,

Soit S = (6, R,A,4L, M, F ) un processus régi par 1'équation
x (t) = F (t,x(t), uft)
Soit € le sous ensemble de =P x Aép

£ ={(f. c): f est une réponse continue , c e_‘u/, fetec ont}
la méme époque qui est un intervalle compact.
Soit & une application de € dans R, que nous appellerons fonction

de coiit . &f.(f,c) est le cofit pour la commande c et la réponse f .

1° exemple : soit H une application de (J?a dans R . Soit f: £ R
(f,c) d'époque [:1:1,1:2 —> Bt c) = Hf(t,)

& est une fonction de coﬁt sur l'état final. Un cas important est ce-

lui ot H est lineaire.

2° exemple: soit F’: /(>R une application. On lui demande que
quel que soit f réponse conjcinue , ¢ commande admissible de meme
époque I , avec (t,f(t), c(t))e‘M ,1'application de I dans R,t =
F (tf (t) , c(t) ) admette une primitive. Soit
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o'g: E — R
t2
F(s, f(s), c(s))ds

(f, c) d'époque [tl,tzj —> &, c) = f
1

t

On dira que s est une fonction de cofit du type intégrale.

Cas particulier :
Flt,y.A) = 1 pour tout (t,y,A )€ .

Alors :& (f,e) = tz- tl. Le colt pour la commande ¢ et la réponse f
est la durée de leur époque. '

En prenant le cout comme variable supplémentaire il est possible
de ramener un probléme avec une fonction de cofit du type integrale

& un probleéme avec une fonction de cout lintaire sur 1'état final.

(6. 2) Commande minimale.
Soitd(: cBx (R( un ensemble de conditions initiales ) ;

( une cible). Soit & sous ensemble de € ,1'ensemble des couples

A,B
(f,c) ol ¢ est une commande admissible, d*époque du type [tl,tzj

f une réponse donnée par c , (tl,f(tl})ejk, (tz,f(tz))ejg, (1'ensemble
des couples aptes au transfert de Jﬁ en ﬁ ). On dira qu'un couple
(g,d) est minimal pour le transfert de A en ﬁ et pour la fonction

de colit o&f si (g,d)e&ae B et si quel que soit (f,c)€ EA 3
2 ’

Lo > &b a

ou encore
& (g.d) = min &L (£, ¢)
(fJ C) € EA’%

Il existe de nombreuses variantes du principe de Pontryagin plus
ou moins abstraites et plus moins adaptées & tel ou tel type de problemes.
Nous choisissons ici une forme particuliere, facilement exploitable et

qui donne naissance & d'autres variantes.
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Le principe de Pontryagin dans cette formulation donne une condition
nécessaire pour qu'un couple réponse commande soit minimal pour faire
passer le systéme d'un état initial donné & un éta‘ final assujetti &
appartenir & une intersection de plans, dans le cas ou la fouction de
colt est une forme linéaire sur 1'étatfinal et lorsque le temps initial

et le temps final sont fixés. En ajoutant une dimension & l'espace des
états , (le temps) , et une dimension & l'espace des ordres il est facile
de traiter le’ probléme ot le temps final est libre ou fixé. Avant d'énon-

cer le principe de Pontryagin en détail donnons quelques définition et

quelgues conditions,

(6. 3)
1°Y On suppose que ﬂ est de dimension finie, _(fz -m" , et
que /\ est de dimension , /\ - RP

2°) Soit 2 un sous ensemble de /\. On aura J”g = ‘C x _[Rx Q,
c'est & dire qu'on prendra en compte seulement les commandes & va=

leurs dans Q.

3°) (u.est l'ensemble des commandes mesurables &4 valeurs

dans §2 continues presque partout,

4°) On suppose que F satisfait des conditions suffisantes pour
que quel que soit c €& AL et to € é€pc et yoe 9’% , il existe une
réponse et una seule donnée par c, telle que f (to) 2 yo . Par exem-
ple F est localement Lipschitzien et localement borné. Plus particulier:
ment quels que soient 1'époque compacte I, K compact de 9 . w com-

pact de € , il existe M > o tel que
IF &, y.2) |l < M pour tout tel, yek, AeQ

5°) On suppose que quels que soient te G, Aeq, 1'appli-
cation H —> gz est differentiable. On dénotera JF(t,y, A ) sa déri-
veeent ; y +—> Ft,y, A ).
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c'est un élément de &£ (R R). Quel que soit f et ¢ de méme époque
I, l'application I — £ (RR) admettra une ﬁrimitive
t > dF (t,f(t), c(t)

On supposera que OF est uniformément continu en y c'est & dire que
quelle que soit la commande u , d'époque compacte I, & valeurs
dans 2 et la réponse f d'époque I, quel que soit € > o0 ,il existe

N >otel que

I OF (t,y,ut) -dF (t,£(t) , u W< E
pour tout t €I, pour tout y avec || y-f(t)]| <n .
De plus on supposera qu'il existe m tel que

1dF t.1t) . u ) || <m pour tout t € I

(6. 4) Equation aux variations adjointe.

Appelons formes linéaires les éléments de L (R, R) Soit f et
¢ , une réponse et une commande de méme &poque I. On dira qu'une
application L :I —> SG (R, IR) est une solution de 1l'équation

t —> L (t)

aux variations adjointe de E prise: le long de (f,c) si

L. est continue ;

L. est différentiable presque partout ; on dénotera L (t) sa
dérivée au point t ;

On a presque partout

Lit) = - L{t) ° SF(t,1(t),c(t)
La theorie des équations différentielles linéaires dans les espaces de
Banach nous permet d'énoncer : soit f,c d'époque [t, ,t1:| . Quelle
que soit la forme linéaire K il existe une solution et un seule de
1'équation aux variations adjointe de E prise le long de (f,c) prenant

la valeur K au point t1
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(6. 5) Probléme de cofit minimal, horizon déterminé, état final
assujetti & appartenir & une intersection d'hyperplans , fonction de coiit

linéaire sur 1'état final.

Soit le processus § , (T, R. A, W CxRxa, F:
TxRx o = R).

Soit Ki.,i = 1,2,..:.k , des formes linéaires et Ci ,i=1,2,...k, des
constantes.

Soit les hyperplans xi = vky=e et 96 = fi'l‘Ki . Soit y, e R
et [t,, tlj une époque. Soit - {(to,yo)} , B -—-{tl} x% .

On dénotera Eda l'ensemble des couples réponses commandes (f,c) ol
épf =@®pec = [to, tl:" ot f est une réponse donnée par c et
oll f(to) =¥, Disons que (f, c) est apte au transfert (de {(to,yo)}
en {tl} x % si (f,c)eE* et si f(tl)efka

Soit H une application linéaire de gf, dans R (fonction de colit sur
l'etat final). Disons que (?I', ¢ ) apte au transfert est minimal si

quel que soit (f,c) apte au transfert
& ~
H f (tl) > H f(tl)

Principe de Pontryagin
Une condition nécessaire pour que (’t"', 3‘] apte au transfert soit

minimal est : il existe une forme linéaire W s'écrivant,

k .
W= 5 YK + ¥V H VER , VY <0
i=111 Q 1 -

Soit L la solution de l'équation aux variations adjointe prise le long
de (£, telle que L(t;) = W. Ona
L) Ft,T1),54) = min LOFE1(),A) presque partout dans[t .t 7.
- AeQ

Nous n'avons pas l'intention de donner ici une démonsktration du princi-
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ce de Pontryagin dans le détail. Cependant nous allons indiquer les
lignes de la démonstration en traitant notre processus comme un pro-
cessus un peu plus général que celui que nous avons défini. Ce nouveau
processus peut d'ailleurs servir de modeéle 4 des systdmes régis par

des équations différentielles fonctionnelles.

(7) Probléme de colit minimal ; formulation générale

Soit R R" un espace appelé espace des états. Soit R[ 3 t]
l'ensemble des applications de [to,tl:l dans R ; ces applications
seront appelées réponses.
Soit /\ = RP un espace appelé espace des ordres. Soit Is
1'ensemble des applications continues de [to,tl] dans /\ ; ces ap-

plications seront appelées commandes,
Soit 8 C R[to’tl:l ., Ue /\[to’ tlj
Soit F: 8 x AL = G .

On dira que x est une réponse donnée par la commande ¢ si
X = ?(x,.u)

Soient les hyperplans de SQ ’K,i = { y:kiy = Ci} et ¥ = I'J”Kl .
Soit H une forme linéaire '

On dira qu'un couple (x, ) ou ¥ est une réponse donnée par
i est minimal si ¥ (_tl)edﬁet si quel que soit x réponse donnée

par u vérifiant

x (tl)e'K

Hx(t)>H (t)

(7.1) Les normes dans les différents espaces normés que nous
rencontrerons seront dénotées par le m@mesymbole || H
De méme les différents éléments neutres seront tous dénotés o ,com-

me pour les réels.



- 136 -

M. Jean

Nous ferons les hypothéses suivantes (on pourrait donner explici-

tement des conditions pour 'que ces hypoth&ses soient vérifiées).

1 ) ¥ est le Banach des applications continues de [to,tlj
dans @ avec la norme de la convergence uniforme.

2 ) On supposeé que quel que soit uedl , il existe une re-
ponse et un seule x donnée par u ; on la dénotera q (u) (c'est un élé-
ment de '@) et sa valeur au point t sera dénotée (q(u)) (t) .
L'application

qg:U — B8

u  —> qu)

sera supposée continue, 1L étant muni d'une topologie convenable (par

exemple la top. - =~ LM
3., 'z suppose que l'application
5 — 8
x — FxW

admet une dérivée d_e Fréchet. Nous dénoterons"g(x,ﬁ) la deérivée de
cette application au point X. 'J.(x;ﬁ} est un élément de Banach x£(‘6’,“@)
On suppose que quel qué soit ue

C —>$(¢€.8)

X — J{x,u)
est continue. (Autrement dit x > 3’ (x,U) est continuement différen-
tiable).

Une premiere étape dans la démonstration consiste a établir quel
est 1'écart qui se produit sur les états finaux lorsqu'au lieu d'appli-
quer une commande optimale i , on applique une commande voisine
(voir (7.2)). En fait si 1'on s'intéresse & certaines classes de com-
mandes il est possible d'exhiber un sous ensemble du contingent vec-
toriel de l'ensemble des états accessibles (voir (7.3)). La classe des
commandes peut etre suffisamment riche pour que ce sous ensemble

soit un cdne (condition exprimée en (7.4)). Ce cdne , Q, et le demi
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espace H = {y - ki y=0,Hy< 0} n'ont pas de points internes en
commun, Sinon l'ensemble des états accessibles qui est " tangent''
4 ce cOne rencontrerait aussi le demi espace et l'on aurait un cou-
ple réponse commande pour lequel le colit serait strictement inférieur
au cofit pour le couple (X, W), voir (voir (7.5)). On obtient 1'énonce
du principe de Pontryagin en exprimant que Q et H_ sont séparés par

un hyperplan, (voir (7.6) , (7.7), (7.8).

On dénotera j 1'application identique,

(7. 2) Supposons que j »:5' soit un homéomorphisme linéaire
(3] -% est injective et possede une inverse & droite continue), Deé-
notons ( j -ﬁ)-l son inverse, Alors il existe un voisinage ﬁ de U
et un voisinage V de o (dans ¥ ) et une application dénoteée @-l
de V dans G @4 est differentiable au point 0 et a pour

~

derivee (j -9 )_1 De plus

UE‘U ==>f3‘(q(u),u)-'}(q (u), U) e V et

' (Faqw,u) -Fqw, D

q(u) - ¥

En effet :

On peut écrire

q ) -X = Fu), u)- Fq @, u)+ Fgu,u- Fix,u)
Soit 1'application

R I
P Pp-Fp+ ¥, )+ FX L)
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d @ -%)= F(qg(uw,u)- FQw,T)

(I) est difféerentiable et sa dérivee au point gP est

(Wp) = j-J« + %,Y) . L'application —> D () est con-
oy ¢ 3 A Bl QR (el ucm
tinue. Enfin D i) (0) =3j -7 admet une inverse & droite (j -J) .
Alors (I) admet une inverse & droite localement , c'est & dire il
existe un voisinage V' de @ (0) = o et une application continue q)_l

de V' dans 6 telle que

(P ((P_l(y) =y pour tout y € V!

-1
De plus @ est differentiable au point O et sa derivee en ce
; . -1 . : i B .
point est (j - 1) Enfin puisque j -J est un hom éomorphisme
lineaire , { est injective dans un voisinage U' de 0 . Soit V un

-1
voisinage de ([) (0) = 0  inclus dans V' et tel que Q) ve U .

Comme q et 3’ sont continus il existe un voisinage U de u tel que

F(qw,uw - F@mw, T) € V pour tout 'uea’

et

qu -% e U
On a dorc

qw-%F = T (Few w - Fla @, )
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Dans la suite on posera

P = FaW,u)- Faw, o)

(7. 3) Proposition

une famille de commandes de U indicée sur

Soit JU
{ET}& ¢ [0.6]
Te
un ensemble Eo,ﬁ‘])(ﬂ. Supposons que
') u = B pour tout T
2") u el pour tout € ,%

£,X

3%) [o,&] — W est une application continue pour tout 71

£ —> u

E,n
L > 4L est une application continue pour tout £
% > e

?

4°) il existe un k> o tel que pour tout £ € [0,0] et TWe TU

P (we )l < ke

1

5°) Consideérons l'élement de &, =— (j —3)—1 P(u

, €élément de R , que nous dénotons

g7 ) &t

sa valeur au temps tl
1 . o~.-1

Supposons que quel que soit TC , ( % (- ?{ )'1 P(u, ﬂ))(tl) admette

une limite lorsque £ — o ; dénotons cette limite , élément dei{,{’,“_.

Supposons de plus que quel que soit ¥ > o , il existe o > o tel que

1 o~
E <X =225 -3 P lugg )) () - dy | < pour tout m
@
67) =5 est continue
T — 4,

Dans ces conditions, il existe une application
LP’ s [0, 9] xJT— R vérifiant
(E,1T) — WE.T[
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i & &

i \po,ﬂ o] pour tout T

ii JT >R est continue pour tout &
T —> Yex

iii [0,6] = R  est uniformément continue; c'est & dire
£ Y
quel que soit Y > o, il existe & > o

B g =] l'Pe,Tt Il £n pour tout T

v (q ) ) - % @) = ebpr ey,

E, N 1

En effet : Posons PE € ° P(ui T)
Soit 1'application W : [0,9] xR ayant pour valeurs
(6O —> Y

1 -1
Ve~ (g &7 (Pep ) ) -2y

3

On a

~ 1 z-1
(@ W Nt -F ) = € (g § B ¢ N =dereg, o

On peut encore écrire

Ye x fen +h g

avec
e ™ @ & ee ey - (FG 'ﬁ}-lpe,n: e,
hew =G G-DTE e - Ay
Soit P C — @6 1'application ayant pour valeurs
p) = e -G-T) o

Puisque @-1 est différentiable au point o et a pour dérivee (j -'J)'l
ona pP()=o0 et lim lLp Gl = 0. On peut écrire

[ES]
fixl| >0
x f0

(3 0@ @) - (g 6-TT R e = 2P ey

]
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Si E= o ou PE,T( =0, ona p (PE,Tt) = 0. Sinon
1 _ 1 (P(Pg m)ty) (P (Pg ,m)iflty)
= (p®_ _ Nt)= P = HERuk < k L - gamull
g (PP Nt = N7 Il ¢ el = 1P, Il

Soit 1 un nombre positif ; il existe oK, tel que JLﬁ;ﬁ—»"?J—L < TYIE“

(¢
pourvu que |x|| So(l,Quel.que soit TI,"Ps'Kﬂgdlpourvu que € < --k—‘,voir

(]

(7.3) 3.

. D'autre

; 2 1 Y/
—_— < -
Donc quel que soit T , si g < ] ona fE.n. 5

part il découle de (7.3) 4° qu'il existe o< ;ona he r 2 % pour
,IE
X
tout T, si E < 0(2 . Soit K le plus petit des nombres T‘ ,0(2

Si E<c ona LP“{SI'I , pour tout T

L'application N R est continue quel que soit € , puisque

= Yer

L1 —)ln est continue et puisque T — u P et (-7 )-1 sont

En
continues.
(7.4) Soit un cone convexe @ Soit ¥ un simplexe arbitraire con-

tenu dans Q. Supposons qu'il existe une famille de commandes de ’LL,

indicée sur [o.p] x X, {ue,v} €< [0.8] ,vérifiant (7.3) 1,2,3,4,5

Ve LT
et de plus 'Ev = Vv . Alors ona pour tout v€ X et £ € [o,/%]
(q (ue’v D) -x () = Ev + E Ve v

Une telle famille de commandes est dite quasi-convexe au sens .de
Gamkrelidze [xe] .
Dénotons H_ le demi espace d'équation

Kiy = 0 pour tout s A 0 [N <

Hy < 0
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(7.5) Q et H n'ont aucun point interne en commun
Si N0 état un point interne, de Q appartenant & H_ on peut démon-
trer a4 l'aide d'un lemme général , voir [5] , et de (7.4) que l'en-
semble des états accessibles rencontre H_ , c'est & dire, il existe

un Vv de Q et un € tel que

(-q(usv))(tl)-?f(tl)= Ev +E'LPE',v £ v

Q

On aurait donc
K, ((alug D)) - F(t)) =0

~t
H ({q (“e,v Ny - X (k) <0
ce qui contredit le fait que (¥,U) est minimal
et H_ n'ont aucun point interne en commun, @ et Hw

(7.6) SiQ
sont séparés au sens large par un hyperplan, c'est & dire il existe

une forme linéaire W telle que
Wy > 0 pour tout y € Q

Wy <0 y € H_
I1 résulte du théoréme de Farkas-Minkowsky, que

pour tout

Wy <0 pour tout y € H_
si et seulement si W est de la forme
K o
W= 3 Y K + Y H o V., ER , Y <0
5 i o i o -
i=1
(7.7) Une condition nécessaire pour que (X,%) soit minimal est

qu'il existe une forme linéaire W du type

k
W= 3 VK + VY H ot V,e R,V <0

i=1

telle que
Wy > 0 pour tout y € Q
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(7.8) Dans le cas du processus régi par une équation différen-
tielle ordinaire (6.3) ; les différentes étapes se présentent comme
suit

a) F est 1'application ayant pour valeurs
Filx,u) [to,tl:l — ﬁ,

A yO+JF(S,x(s),U(5))dS

b) 'J(x,u) est l'application linéaire continue
Jxuw: ¥ — ¢ ot
P —= T xueg
'J(x,u)t.?: [to,tl:] e Rt
t — [ AF (s,x(s),u(s))ds
Yy

et j-J  est l'application linéaire continue
G- : E—=F€ ot
P ¢ -T¢
LP'ﬁ‘P : I:to’tltJ = 5
t —= Lp(t)-Jt OF (s,%(s), U(s)(s) ds
o]

Appelons solution fondamentale de 1'équation aux variations de E ,
prise le long de (X,%} l'application A d'époque [to’tl:] a valeurs
dans ;ﬁ(ﬁ, T‘f,) , t —> A(t) , continue, différentiable presque partout

(151 (t) dénotera sa derivée au point t ) et elle que

A(t) = OF (t, %), ) o A () presque partout

Alt)) =]
La théorie des équations linéaires nous permet d'affirmer que A exi-
ste ; de plus , quel que soit t , A(t) est un homéomorphisme lipeéai-

~

re. Alors on peut voir que j-J est une injection et posséde une inverse
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4 droite (j_'ﬁ)'l =g
G :% —% ot
¥ —= g
Gy :[e] >R

t
t — ly (t) + A(t) J A(g)'lAF(s,ﬁ(s),w(s))“J(s)ds
t
o

Si J est continument différentiable on a en intégrant par parties

t
Y1) + A J Ale) dF(s,%(s),W(s) Y (s)ds = AM)(Y(t )+
t

[¢]
t
+J A" Y (s) ds)
t
o]
On a
P (u) [to,tlj —->Si’,t
t — S (F(s, (q(u))(s), u(s))-F (s, (q(u))(s), T(s))ds
t
o
et (j -ff)"l (P (u)) est 1'¢léement de G
[to’tl:l St ﬂ t 1
t —> Alt) A(s) = (P(u))(s)ds
t
o
c) construction du clne Q

Soit ¢ un temps ot U est continue, ¥ un nombre positif, A un

ordre de @ et X < S’-‘:)L . Soit € € [o,] et u, la commande

ayant pour valeurs

ug t) = q(t) t°5t<‘c—95
u (® = A T-PE<t <1
u (t) = T (t) T <t < 1
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Alors (i- 3 )_1 P(u - a pour limite lorsque E — 0

)
€
Pa) AN (z)  (F(TE(TLA)-F (2E(2)E)

|-

Soit Q" l'ensemble des points

A)AC )T (F(TEELA) - F (T, I8 (2)

T e]to,tl[ et T est un instant de continuit® de u ,A€Q, V> 0

Soit Q' la fermeture convexe de Q'' , et Q le cdne engendré par Q'.
On peut montrer que Q satisfait (7 4) . Les L sont des comman-
des un peu plus compliquées que les ug mais de méme type.

Les valeurs de U sont remplacées par )«1,. i hz sur des interval-

les [r,- 9 &[..-.. I:‘c2 -v,e[.

Le théordme (7.7) a pour conséquence : il existe une forme li-

néaire W
k

W:E v, k + P H v,e B ,9 <0
quel que soit T € ]to,tl] instant de continuité de U et quel que

soit A € Q
-1 ~ -~ -~
WA(,) A(Z) ~ (F (T.X (T A) -F(r.T(x).a(T)N< 0
ou encore pour tout T€ ] to,t1] instant de continuité de o

inin WA (tl) A (*c)‘1 F(T,X(T) ,A) =WA(tl)A(z)'1F(z,‘i'( r),u(t)
EQ

Remarquons que T —> WA(tl) A(‘¢=)-1 est la solution de 1'équation aux
variations adjointe prise le long de (X,i) et valant W au temps t1 .
Terminons par une derniére remarque d'ordre général. Le princi-
pe de Pontryagin donne une condition nécessaire pour qu'un couple ré-
ponse commande soit minimal. Il ne garantit pas, sauf dans des cas

particuliers, qu'il existe un couple minimal. Le probldme de 1'existen-



- 146 -

M. Jean

ce d'un couple minimal peut &tre traité par différentes techniques.

Mentionnons en particulier les meéthodes de pénalisation, voir [24].
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INTRODUCTION

L'étude des équations différentielles ordinaires dans le champ réel con-
nait en Belgique, depuis quelques années, un essor remarquable et l'objet de
ce travail est d'esquisser rapidement les lignes de force des recherches ef-
fectuées et des résultats obtenus dans ce domaine. Cet essor n'est nullement
le fruit d'une génération spontanée si 1'on veut bien se souvenir de 1'in=-
lassable activité exercée en mécanique non linéaire par les regrettés N,
Forbat et L. Derwidué, activité qui s'est en particulier traduife par la
publication de leurs ouvrages respectifs "Analytische Mechanik der Schwin-
gungen" (VEB Deutscher Verlag Wiss., Berlin, 1966) et "Compléments d'analyse
numérique et mathématique pour ingénieurs et physiciens, volume III"™ (Public.
Univ., dé Mons, Mons, 196B), et par l'organisation & Mons, en 1969, d'un
Celloque du C.B.R.M. sur les équations différentielles non linéaires, leur
stabilité et leur périodicité.

I1 est bien slir impossible, dans ce qui suit, d'étudier en profonceur les
méthodes utilisées ou introduites et d'exposer en détaid les résultats obte-
nus. On se contentera donc d'un survol rapide, et forcément incomplet, des
différents domaines de recherche et les inévitables lacunes d'une telle appro-
che ne pourront Btre comblées que par une fréquentation assidue des travaux

originaux cités dans la bibliographie.
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I. METHODES QUALITATIVES

a) Méthode directe de Lyapounov en théorie de la stabilité

C'est sans aucun doute 3 l'impulsion donnée par N. Rouche que 1l'on doit
1'essor actuel des recherches belges sur 1'étude dé la stabilité des solutions
d'une équation différentielle par la méthode directe de Lyépuunnv. L'idée
fondamentale sous-jacente aux travaux de N. Rouche est 1'obtention de condi-
tions suffisantes de stabilité ou d'instabilité de 1l'origine (ou plus géné-
ralement d'une partie de Rn) pour une équation différentielle

x' = f(t,x), (1.1)
ot f: 1 x..n.—,Rn (I CR est un intervalle ouvert et fLcC. Rn un domaine),
a8 1'aide d'une ou de plusieurs fonctions auxiliaires sur lesquelles les
hypothises généralement imposées sont affaiblies. L'intérBt d'une telle dé-
marche est de rendre plus aisée la construction de ces fonctions auxiliaires
en €largissant la ciasse des fonctions auxquelles on peut recourir. D'une
manigre plus spécifique, d'intéressants résultats ont &t€ obtenus dans les
directions suivantes :.

(i} obtention de théorémes de.stabilité asymptotique et diinstaﬁilité a

1z V.M. Matrosov par l'emploi de deux fonctions auxiliaires dont l'une est

vectorielle et application & des syst@2mes lagrangiens soumis & des forces

dissipatives et de type gyroscopique (N. ROUCHE, 1968 );
(ii) obtention de conditions suffisantes de stabilité et de stabilité uni-
forme en faisant appel :
a) 2 des fonctions auxiliaires définies positives mais avec un rel8che-

ment de la condition de semi-définie négativité de la dérivée, dans la mesure

ol les fonctions elles-mémes croissent d'une certaine fagon avec t;

b) & des fonctions auxilYaires pon_définies 3 l'origine, et en particu-

lier y possédant un pdle;

c) & des fonctions non définies positives en ce sens que, tout en étant

nulles 2 1'origine et positives partout ailleurs, elles pourront tendre vers

zéro quand t tend vers 1'infini (N. ROUCHE, 1969,, 1970 );

A
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(iii) généralisation du théordme d'instabilité de Tch&taev en n'exigeant

plus de borne uniforme en t sur la fonction auxiliaire, ou en autorisant cette
fonction 3 pbsséder des pBles en certains points (N. ROUCHE, 19691);
(iv) en collaboration avec K. Peiffer, étude de la stabilité partielle de

l'origine, c'est-3-dire de la stabilité d'une partie des variables par rap-
port 3 une perturbation pouvent porter sur toutes les cumpusant-es des condi-
tions initiales; généralisation de résultats dus a V.V, Rumisntzev, H.A.
Antosiewicz, J.L. Massera et V.M. Matrosov par l'esmploi en théorie de la
stabilité pariielle, de fonctions auxiliaires scalaires et vectorielles

(K. PEIFFER et N. ROUCHE, 1969 ). Etude du théor2me de Lagrange-Dirichlet

en mécanique analytique & la lumidre de la notion de stabilité partielle
et de 1la méthode directe de Lyapounov (N. ROUCHE et K. PEIFFER, 1967 ).
{(v) en collaboration avec Dang-Chau Phien, extension des considérations

du (ii) ci-dessus au cas de la stabilité ou de la stabilité asymptotique

d'ensembles fermés de R" par rapport & (I.1); la méthode utilisée se fonde

sur un lemme qui généralise un résultat de A.N. Michel et danne des condi-
tions pour qu'une solution partant d'un er umble P1 a 1'instant initial
demeure ultérieuremnt dans un ansemble P2 = } F‘1 (Pang-Chau PHIEN et N. ROU-
CHE, 1970 );

(vi) étude de 1'sttractivité d'ensembles de- R" par_rapport a'\ x! = f(x) an

utilisant plusieurs fonctions auxilisires (N. ROUCHE, 1971 ); en collabora-

tion avec J.L. Corne, étude du méme probléme en utilisant simultanément une

fonction auxiliaire du type de LaSalle et une famille (éventuellement non

dénombrable) de fonctions suxilisires; la méthode utilisée présente 1"i.ntér!t

de se généraliser sans peine au cas non autonome (J.L. CORNE et N. ROUCHE,
191 ).
D'autre part, N. Rouche a dirigé, durant 1'année académique 1970-1971,

un séminaire -consacré 3 1'emploi de fonctions auxiliaires vectorielles en

théorie de la stabilité et le texte de ce séminaire, asuquel ont culla.buxé R.J.
Ballieu, K. Peiffer, P. Habets, C. Risito, J.L. Corne, E. Muyldermans,

Dang-Chau Phien, M, Laloy et B. Laloux, sera phblii prochainement. Enfin,
deux chapitres d'un ouvrage commun de N. Rouche et J. Mawhin, intitulé * *
"Equations différentielles ordinaires",et qui gnrl-!tra bientBt, sant con-

secrés A la deuxidme méthode de Lyapounov et exposant, entre sutrss choses,
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un certain nombre de résultats obtenus par des mathématiciens belges dans ce
domaine.

P. Habets et K. Peiffer ont fait une étude systématique et exhaustive des
différents concepts de stabilité, d'attractivité et de caractére borné
des solutions d'une_équation différentielle de type (I.1). Développant une

formulation due & D. Bushaw, ils ont introduit la notion de concept qualitatif

qui, intuitivement, constitue l'ossature logique commune des définitions des
différents concepts cités plus haut., En imposant 2 la notion générale de
concept qualitatif certaines restrictions "naturelles", ils ont réduit 2
3.200 les 184.320 concepts différents contenus dans la définition générale.
I11s ont alors classé ces J.200 concepts restants en quatre famjilles fonda-
mentales au sein desquelles ils ont introduit une classification plus fine
qu'il serait frup long de discuter ici. Dans le cadre de cette formulation,

ils ont alors énoncé et démontré un théorgme général de comparaison {au sens

de Corduneanu) qui leur permet de démontrer, en une fois, des théorzmes pour
des classes entigres de concepts. Ils définissent pour ce faire la notion de

concept de comparaison 1ié & un concept qualitatif donné. Il ne s'agit pas

13 uniquement d'une théorie "a posteriori" puisqu'il est possible d'en déduire
des généralisations de théorgmes de stabilité et c'attractivité d'ensembles
dus & V.M. Matrosov, L. Salvadori, N.P. Bhatia et V. Lakshmikantham (P. HABETS
et K. PEIFFER, 1971 ).

C'est également & la philosophie de la théorie de la stabilitfé et de la mé-
thode directe de Lyapounov que se rattachent les recherches de P, Habets con-

cernant les perturbations singulidres d'équations différentielles, c'est-a-

dire 1'étude des relations entre les solutions du systéme complet
x' = flt,x,y,€) , ey' =glt,x,y,¢) (1.2)
pour €0 suffisamment petit et celles du systéme réduit
x' = flt,x,y,0) , 0 = g(t;x,y,0) (1.3)
ol x € Rn et y € Rm , T et g étant définies dans I x 1 x [D,E] % Q étant

n+
un domaine de Rn+m. Suivant P. Habets, une solution zD = (xo.yo) : I - R =

de (I.3) sera dite consistante en to € 1 si

(vm> 0(IE,> 0¥ £€]0,&] 1T 25 € DIV t3t,,t€ ) N25(1) - Ce)ll<

€
o

ot z€ 1 J -l est une solution de (I.2) telle cue zi(to) =z . Cecmme pour
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la stabilité, cifférents types d'"uniformité" peuvent Btre introcuits pour

. . . " =
cette notion de consistance et si, cans la définition, " 3 fg est remplacé

par "¥ zg ", on parlera de consistance complite en ty - Cette derniére
notion se préte bien & une étude 2 partir de foncticuns auxiliaires et P. Ha-
bets a donné des théorémes qui "paraphrasent" en quelque sorte certains
résultats de stabilité obtenus par la métrode directe de Lyapcunov et qui
contiennent comme cas particuliers des résultats de A.N. Tihonov et F.C.
Hoppensteadt (P. HABETS, 1572 ).

C. Risito a considéré le probléme de la stabilité et de la stabilité

asymptotique partielle d'équations différentielles possédant des intégrales

premigres. Si les équations différentielles et les intégrales premigres

ne dépendent pas explicitement du temps et si on suppose que les intégrales

premig¢res sont résolues par rapport & un nombre de variables égal au nom-

bre de- intégrales premiéres, le probléme se raméne 3 1'étude de la stabi-

lité de 1'origine de 1'équation réduite
x! = Xo(x) + H(x,P )

%' =0

ol R est telle que R(x,0) = 0; le systéme correspondant & (5 = 0 :

(1.4)

x' = Xo(x)

est appelé systéme particularisé réduit. LUne condition nédessaire pour la

stabilité asymptotique partielle en x est qu'il existe un A> 0 tel gue,
pour tout {3 vérifiant \lr,llé} , x = 0 soit solution de (1.4}. C. Risito
a obtenu, en termes d'une fonction auxiliaire, des concitions supplémentaires
qui sont suffisantes pour obtenir la stabilité asymptotique partielle en x
ainsi que des résultats concernant l'attractivité. Ces résultats trouvent
des applications dans la mécanique des systémes dissipatifs holonomes
(C. RISITO, 1967, 1969, 1570).

En utilisant un concept de secteur quelque peu différent de celui in-
troduit par K.P. Persidskii, M, Laloy a reconstruit la plupart des thé-
orémes connus dans le domaine de 1l'instabilité et en a généralisé certains

d'entre eux, Sa méthode consiste 3 démontrer séparément des conditions suf-
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fisantes pour qu'un ensemble soit un secteur (théorémes de type I) et
des conditiens suffisantes pour qu'un ensemble poss&éde une "bonne" pro-
priété c'expulsion des solutions (théorémes de type fI); en associant de
maniére adéquste les deux types de théorémes, on obtient des théorémes
d'instabilité. Cette procédure en deux étapes permet en premier lieu
d'assouplir les hypothéses des théorémes de type I, principalement par
1'emploi de familles de fonctions auxiliaires obtenues en associant &
chague puiﬂF de la frontiére "latérale" d'un secteur une fonction définie
dans un voisinage de ce point; en second lieu, M. Laloy a été & méme de
considérer le cas de secteurs qui ne sont pas ouverts, ce qui permet en
particulier d'admettre comme secteurs dés ensembles dont la dimension
est inférieure 3 celle de x dans (I.1) (M. LALOY, 19?21). Cette derniére
caractéristique des résultats de M. Laloy rend tout naturellement possible
leur application au cas de secteurs correspondant & des hypersurfaces dé-
finies par des intégrales premiéres de 1'équation différentielle. M. La-
loy obtient de cette manitre, pour l'instabilité, un résultat analogue a
un théoréme de stabilité de L. Salvadori et il en a déduit une généralisa-
tion substantielle d'un critére d'instzbilité démontré par A. Huaux. (M.
LALOY, 19722).

Indépendamment du croupe de recherches, consacrées & la méthode directe

de Lyapcunov, que nous venons de décrire, il convient de citer é&galement

les travaux de A. Huaux sur la construction des fonctions de Lyapounov pour
des systémes d'équations différentielles sous forme normale. A. Huaux a
généralisé uné mé thode de construction due & P.J. Ponzo et a appliqué le
procédé ainsi obtenu a un ce£tain nombre d'équations de forme particuliére

{(A. HUAUX, 1970).
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b) Méthode de la premidre approximation en théorie de la stabilité

En s'appuyant sur la méthode de la premidre approximation, E. Carton

a étudié la stabilité de 1l'origine pour des équations différentielles de la

forme
x' = A(t)x + f(t,x). (1.5)

11 suppose que A : I —> hg(Rn,Rn) est localement intégrable et que
f: 1 x B(0,r) —R" est continue (resp. mesurable) en x (resp. en t) pour
tout t (resp. x) fixé et telle que

Wete, M € L NxN™ ,m 21,
avec o) localement intégrable. En outre, l'existence et l'unicité locale
des solutions est supposée satisfaite. Les théor2mes de stabilité et d'ins-
tabilité obtenus par E. Carton, qui généralisent des résultats de A.M. Lya-
pounov, I.G. Malkin, J.L. Massera, N.G. Tchgtaev, 0. Perron, €. Cotton et

K.P, Persidsky, se déduisent d'inégalités fondamentales fournissant une

borne ‘supérieure pour |Ix(t)ll et Qix(t) - X(t,to)x°|| (x(t) étant la

solution de (I.5) telle que x(to) =x, et X(t,to) la matrice fondamentale

(4]
de x' = A(t)x) en termes d'une majorante (t) de ||X(t,to)“ soumise &
certaines conditions supplémentaires. La mBme méthode permet également d'ob-

tenir des théorémes d'existence de familles de solutions bornées ou asymptoti-

gues & zéro ainsi que des résultats de stabilité conditionnelle (E. EARTGN;
1968 , 19691, 19691, 1970 ).

c) Ihéorie des systimes dynamigues

Ph. Ronsmans a montré qu'une équation différentielle non linéaire et non
autonome, satisfaisant & des conditions d'unicité convenables, est réductible

3 un systéme dynamique (défini & partir d'une équation différentielle autonome

de méme ordre que l'équation de départ) si elle est invariante pour un groupe
continu & un paramétre, Il est alors possible d'en déduire des théorgmes de

stabilité de la solution nulle d'une équation de type (I.5) qui Evitent 1'es-

timation des nombres caractéristiques de Lyapounov de la partie linéaire.
Cette approche a été appliquée avec succeés 3 l'éguation d'Bmden-Fowler (Ph.
RONSMANS, 1967 , 1968 , 1969 ).

En ce qui concerne 1'éguation d'Emden-Fowler, on peut également signaler

une Btude, due 3 M. Lefranc et J. Mawhin, des singularités de cette équation

a partir des méthodes qualitatives de la théorie des équations différentielle,
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étude qui améliore ou corrige des Tésultats antérieurs de C.W, Jones.(M. LE-
FRANC et J. MAWHIN, 1969 ). ’

Dans le domaine de l'étude des points singuliers d'éguations différentiel-
les autonomes du second ordre, il convient encore de signaler les recherches

de A. Cardon sur les points sinquliers & indice de Poincaré fractionnaire de

systeémes dynamiques dans Rz, travaux auxquels il a été conduit par ses recher-.

ches en théorie de l'ﬁiasticité (A. CARDON, 1569 ).

Afin d'obtenir une Dynamique topologique intéressante dans 1'étude des équa-
ticns différentielles non autonomes, E. Muyldermans a étudié en détail le con-
cept de systém’tﬁ%ﬁtunnme. 11 s'agit d'une application

T :RxExR —E, (t,x,z}) == T(t,x, =)
(E est un espace métrigue) vérifiant les conditions suivantes :

a) T{0,x,T) = x

b) Ts+t,x,z) = T8, W(t,x,¥),t+ T )

c) TC est continue.

Contrairement au cas des syst®mes dynamiques, TCU n'est plus un groupe mais
conserve un certain nombre de propriétés algébriques et tupologiques intéres-
santes. En outre, si Ty est le translaté de TC défini par

T (tyx,z) = Tot,x, T+ ),
on peut montrer que l'appli?'atiun

(T, ) —> TC,

est un systéme dynamigue sur l'ensemble des applications Tr . 5i IT est
la trajectoire de ce syst®me dynamique passant par 1€ et si X =E x TL ,
on peut construire sur X un syst2me dynamique dont les ensembles limite: ne

sont pas vides. (E. MUYLLERMANS, 1572 ).
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IT. METHODES GQUANTITATIVES

a) éguations différentielles guasi—linéaires

Les travaux dans ce domaine portent principalement sur 1'étude des solutions

périodigques, ou de hrnblémes aux limites plus généraux, pour des fguaticns cif-

férentielles quasi-linéaires de la forme

x' = A(t)x + gl(t) + ef(t,x, ) {114}
ot x € R” et € est "suffisamment petit"., C. Fabry a étendu la méthode de
Cesari-Hale de recherche des solutions périodiques de (I1.2) au cas ol la
matrice A, supposée constante, n'est pas nécessairement diagonalisable; il a dé-
veloppé un procédé analogde dans le cas d'une éguation différentielle scalaire

d'ordre n de la forme
z(n) + a z(n-1)
n=1

{n=1)

+ oaee + aDz 2 & Z(tzi5e052 £ )

et a obtenu de la sorte une formulation rigoureuse de certaines mé thodes heu-
ristiques utilisées en théorie des-circuits (C. FABRY, 1970 ). Le méme problé-

me -pour 1'équation (II.1) a été considéré par J. Mawhin & partir d'une applica-

tion directe de la méthode de Cesari, le cas de familles de solutions périocdigues

étant €galement examiné (J. MAWHIN, 1967,, 1967, 1967;). J. Mawhin a également

appliqué a ce probleme la thforie du degré topologique-de Brouwer et a généralisé

des résultats de J. Cronin (J. MAWHIN, 19691). L'idée fondamentale de la méthoce
de Cesari-Hale a é€té adaptée par C. Fabry de maniére 3 s'appliquer & la recherche

de solutions de (II.1) vérifiant des conditions aux limites du type

Lx(a) + Mx(b) = p + & q(x(a),x(b), £ ) (11.2)
(p € Rn, L et M sont des (nxn)-matrices) (C. FAERY, 19711).

Dans le domaine de la recherche d'algorithmes constructifs et convergents

pour 1'sbtention des solutions périodiques d'équations différentielles quasi=-

linéaires, J. Mawhin, C. Fabry et M, Strasberg ont obtenu, par des procédés
différents, des résultats voisins qui, dans le cas des deux premiers auteurs
cités, ont été formulésdans le cadre plus général de 1l'étude d'équations de la
forme

Lx = & Nx (11.3)
ot L : DomLC X 2 est linéaire, N : Dom NC X —»Z non nécessairement

linéaire et X, Z sont des espaces de Banach. Les résultats obtenus par J.
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Mawhin se fondent sur un théoréme de réduction de (I1.3) 3 la recherche des

points fixes d'un certain opérateur défini et & valeurs dans X (J. MAWHIN,

1970;, 19712). La méthode utilisée par C. Fabry est une formulation abstrai-

te d'un algorithme introduit par C. Banfi et A.C. Lazer dans le cas particu-

lier de la recherche des solutions périodiques et qui est dans 1l'esprit de
la méthode de Cesari-Hale (C. FABRY, 1971 ). Enfin, le procédé développé

par M. Strasberg fait appel & la notion de matrice de Green généralisée et

2 la méthode de Newton-Kantorovich (M. STRASBERG, 1971 ).

Le probléme de l'existence de familles de solutions périodiques au voi-

sinage d'une position d'équilibre d'un systéme différentiel hamiltonien

analytique a &té considéré par J. Roels qui a étendu un théoréme d'existence

bien connu de Lyapounov au cas ol il existe entre deukx valeurs propres

\; et ki de la matrice du systéme linéarisé une relation du type

‘X‘. =k )\) (k > 3 entier), & condition qu'une certaine expression R(k),
fonction seulement de k et de coefficients des termes du troisiéme et du
quatriéme ordre du Hamiltonien, soit non nulle. Les résultats sinsi ob-
tenus ont d'intéressantes applications dans le prcbléme restreint des trois

corps (J. ROELS, 1971 19711).

'l
b) éguations différentielles fortement non linéaires : théorie généralg

Le probléme de 1l'existence des solutions périodiques d'équations diffé-

rentielles fortement non linéaires a €té considéré par J. Mawhin en faisant

appel 2 la théorie du degré topologique. Il a énoncé et démontré un théorime

général d'existence, en utilisant tout d'abord la méthode de Cesari (J. MAWHIN,

1969‘) et ensuite la réduction 2 un probl2me de points fixes signalée en (a)
ci-dessus (J. MAWHIN, 196%1), avant d'étendre cette dernié;e approche au
cas d'équations différentielles fonctionnelles (J. MAWHIN, 19711) et au
cas d'équations de la forme

Lx = Nx (11.4)
(les notations étant celles de (a)) dans des espaces de Banach (J. MAWHIN,
1§T11). Récemment, ce théoreme a trouvé une formulation naturelle au sein

d'une généralisation de la théorie du degré de Leray-Schauder fondée sur la

notion de degré de colncidence pour des couples d'epplications (L,N) dans des

espaces vectoriels topologiques localement convexes (J. MAWHIN, 19721I. '
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Ce théordme a été utilisé pour donner une ‘démontration particuligrement
simple d'une généralisation au cas des équations fonctionnelles différentielles

de la méthode des fonctions dirsctrices de M.A. Krasnosel'skii (J. MAWHIN,

19711). Dans le cas d'équations différentielles ordinaires, J. Mawhin et/ C.
Mufioz ont obtenu, au sein de cette approche, des théordmes concernant

le nombre et la stabilité asymptotique locale des solutions périodiques (J.
MAWHIN et C. MUNOZ, 1971 ).

En ce qui concerne 1'obtention d'algorithmes constructifs et convergents

pour l'obtention des solutions périodiques d'équations différentielles forte-

ment non linéaires, M. Strasberg a montré que la méthode d'Urabe pouvait #tre

formulée en termes de la méthode de Newton-Kantorovich et il a également pré-

senté dans ce cadre une wariante due & R. Bouc (M. STRASBERG, 1970 ). A par-
tir de 1'spproche générale dont il a €té question au paragraphe” (a) et ci-
dessus, J. Mawhin a introduit, pour l'équation (I1.4) un slgorithme qui
utilise; comme la méthode d'Urabe, les approximations de Galerkin mais qui,
dans le cas particulier du probl2me des solutions périodiques, se rapproche

d'un procédé di & C. Banfi (J. MAWHIN, 19711).

c) fgueti
L. Derwidué et E. Carton ont fait une étude systématique, par différentes
méthndes,‘de 1'existence, du nombre et de la stabilité asymptotique locale

des solutions périodiques de l1l'équation de Forbat

x" 4+ cx' + kx(t-x)-1 =-e(t)
ol c ‘et k sont des constantes et e(t) une fonction périodique (L. DERWIDUE,
1970 , E. CARTON, 1970 ).

J.P. Gossez a utilisé la méthode de Tonntnnie pour étudier 1l'existence,
1'unicité et 1'approximation des solutions périodiques de 1'équation diffé-
rentielle (du type de Duffing)

x" + ax' + bx = h(x) = e(t)
ol & et b sont deS constantes soumises, ainsi que la période de e(t) et la
fonction h{x), & certaines restrictions (J.P. GOSSEZ, 1968 ).

G. Demarée a étendu au cas non autonome des résultats de P. Sagirow sur la

Jjustification de la méthode de linéarisation équivalente pour une équation

scalaire du second ordre {G. DEMAREE, 1967 ).
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En utilisant systématiquement le théoréme général d'existence signalé au
paragraphe (b}, J. Mawhin a obtenu :

(i) une généralisation de théorémes de J.0.C. Ezeilo, G. Sedsiwy et G. Vil=-
lari relatifs & des équations différentielles scalaires d'ordre trois (J. MAW-
HIN, 196911;

(ii) des théorgmes d'existence de sclutions périodiques pour des £quations

différentielles scalaires et vectorielles du type de Liénard et de Rayleigh

non_autonomes, résultats qui fournissent, entre autres choses, des extensions
de théorgmes de R.A. Gomory, J.A., Marlin, A.C. Lazer et R. Faure (J. MAWHIN,
1959{’ 1970,, 19702, 19703, I97D‘);
{iii) des théorémes d'existence pour des équations vectorielles du type
x' = f(t,x) et x" = f(t,x,x"')

non nécessairement dissipatives au sens de Levinson et généralisant des ré-

sultats de C. Corduneanu et L. Nirenberg (J. MAWHIN, 19701, 19704);
(iv) une généralisation au cas d'équations fonctionnelles différentielles
de résultats de J. Cronin sur l'existence de solutions périodiques de per-

turbations non autonomes d'équations autonomes possédant un point critiqde

globalement asymptotiguement instable (J. MAWHIN, 19711);

(v) un théorgéme d'existence de solutions périodiques pour un systéme
d'équations fonctionnelles différentielles du type de Liénard (J. MAHH[N,
1971,);

(vi) une généralisation de résultats de Ph. Hartman, H.W. Knobloch et

K. Schmitt concernant certains problémes aux limites pour des équations

vectorielles du second ordre (J. MAWHIN, 19721).

Un certain nombre de résultats que nous venons de signaler seront expo=-
sés de maniére systéﬁatique dans les trois chapitres consacrés aux solutions

périodiques de 1'ouvrage de N. Rouche et .J. Mawhin signalé plus haut.

d) emploi_de méthodes aggrnchées et _numérigues

i=c oscillateurs non linéaire du type de Duffing & deux degrés de liberté

nt été étudiés par P. Janssens, R. Van Dooren et M. Delchambre a 1'aide de
différentes méthodes approchées ou numériques et en particulier
(i) par la méthode du premier harmonique (P. JANSSENS, R. VAN DOOREN, at
. DELCHAMBRE, 1970 , R. VAN DOOREN, 19T1,);
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(ii) par une méthode de Krylov-Bogolyoubov modifiée (R. VAN LDOLREN, 1570 );

(iii) par 1z méthode de Galerkin-Urabe (R. VAN DOGREN, 1970 , 15712);

les recherches ce R. Van Dooren ont en particulier porté sur une étude détail-

lée des oscillations composées de type additif (combination tones).

M. Delchambre a étudié, a 1'aide de la méthode du premier harmonique, le

couplage de deux oscillateurs non linéaires du type de van der Pol en régime

forcé (M, DELCHAIMBRE, 1970 ) et, en collaboration avec H. Bastin, a mis au

point un programme de calcul numéricue des modes normaux (au sens de R.M.

Rosenberg) de systémes conservatifs autonomes non linéaires & deux degrés de

liberté (H. BASTIN et M, DELCHAMBRE, 1970 ).
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PRIEMLERE LBGON
IN1RUDUCTION

Au cours des legons ci-présentes j'al l'intention de me
fixer sur quelques nouveaux résultats incarnant les progreés de
la nméthode de centrage, une des méthodes analytiques principales
dans la theorie des osciliavions non-lineaires. Les resultats

dont je vais parler ont une grande importance et donnent la po-
ssibilité d'gtudier ae nouvelles classes d'équations différenti-
elles non-linktaires et a'analyser les phénoménes oscillatoires
compliqués, mais ils sont encore peu connus aux larges milieux

de savants s'occupant des problémes pratiques.,

Comme on sait, la mbthode de centrage naquit sous sa
forme primaire au sein de la Mécanique céléste, et c'est princi-
palement avec les problédmes de cette derniére que la premiére
étape du développement de la méthode de centrage fut ligée, Pour
résoudre ces problémes, on appliqua de divers schémas de centra-

ge, par exemple, ceux de Gauss, de Delaunay-Hill, de Facou et
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dlautres, dont l'essentiel consistait en ce que dans les &quabti-
ons ditrérentielles compiiquees, décrivant les oscillations ou
les rotations, les deuxiémes membres &talent remplaces par leurs
valeurs moyennes, c'est-d-dire, par les fonctions “lissées'", ne
dépenaant pas explicitement de temps f et de paramétres répi-
dement variables. Les équations obtenues s'intégraient exactement
ou bien se simplifiaient considerablement, ce qui permettait d'en
tirer des conclusions importantes, qualitatives comme quantitati-
ves, sur le mouvement etudie.

Mais la methode de centrage restait longtemps inconnue

dans la theorie des oscillations non-lineaires, et ce ne sont que
les travaux de Van der Pol et ieur large popularisation par iL.l.
Mandelstam et Ne D. Papalexi qui ont donnée la naissance 4 L'app-
lication systématique de la méthode de centrage dans la Radiote-

chnique, ¢ans l'Electrotechnique et dans les Mécaniques pour é&tu-
dier des processus oscillatoires non-linéaires, y rencontrés.
Tout de méme, . faut remarquer que déjd en 1835, dans |
sa "Note sur .a méthode des approximations successives", M.V. Os-
trogradsky &tudia une ééuation non-linéaire & la caracteristique
cubique et en premiére approximation ili reg¢ut un résultat pareil
4 celui que fourw.rait la méthode de centrage.
Et auparavant, en 1682, Issaak Newton (veoir "Philosophiae
naturalis principia mathematica'", livre V)examina le mouvement
du pendule asus un milieu résistant et il obtint une formule de
L'amortissement des petites oscillations, wvalable pour touve loi

de la résistance. La tormule de Newton coincide entiérement avec

celle trouvée en premiére approximation 4 l'aide de la méthode de
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Il est & remarquer que dans son exposé de la méthode
de centrage Van der Pol déduisait les tquations centrees par les
raisonnements treés tloignés de la rigueur mathematique. Bien quc
sa méthode f@1t fructueuse 4 la premiére é&tape du développement
de la mecanique non-linkaire, elle ne pouvait satistaire complé-

tement ni les besoins pratiques, ni les e¢xigences minimaies qu-
ant 4 la persuasivité et la genéralite des conclusions, ce qui

est demandé & la vraie méthode approchze pour se faire quelque

idée de sa précision et des limites de sa validiteé.

Néanmoins, en 1928 P. Fatou et en 1934 L.I. Mandelscam
et N.D. Papalexi ont rait de premiers pas & donner la justifica-
tion mathématigque de la méthode de ccntrage dans un cas particu-
lier, ol les seconds membres des é&quations différentielles sont
périodiques.

La méthode de centrage a bté considérablement developpte
par N.M. Krylov et N.N. Bogolioubov. En 1937 ils ont demontre
que cette methode reste valable quand les deuxicme membres des
equations ditterentielles & centrer sont les fonctions quasi-pé-
riodiques par rapport au temps t .

It c'est 4 N.N. Bogolioubov que nous devons la créacion

de la théorie rigourecuse au principe de centrage. N.N. Bogoliou-
bov a montré qu'on ne peut concevolir la méthode de centrage séns
existence d'un changement de variables qui permet d'exclure le
temps t des seconas membres des &quations, avec bteliec préci-

sion que l'on veut par rapport d un petit paramdétre €& . Avec

cela, 4 l'aide des raisounements physiques dflicats N.iie Bogo-
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lioubov .a @labore le procédé 4 rormer non seulement un systéme
centré de la premiére approximation, mais aussi des systémaes ~e-
ntres des approximations plus &levees, dont les solutions repré-
sentent une solution du systdme ae départ (systéme exact) avec
une précision prescrite d'avance et aussi haute que 1l'ou veut.

Je vais exposer succincuement l'idte de la méthode de
centrage d'aprés N.N. Bogolioubov, mais sans entrer en détails,
puisque cette méthode est traitée d'une manidre détaillte dans
des monographies bien connues.

L'essentiel de la méthode de centrage, que nous devons
i N.N. Bogolioubov, peut &tre exposé de maniére suivante.

Soit une é&quation diftrérentielle sous ia forme vectorielle

dx
— WE L, %) 5
= Xt} (1.1)

ol € est un petit paramétre positift, f est le temps, les
X sont des points de l'espace euclidien & 1 dimensionsEn_
Les &gquations dont les deuxidmes membres sont proporti-
onnels 4 un petit paramétre, sont appelées, comme on sait, les
hquations "sous forme standard". Les variables X  dans le sy-
stdne (1.1) sont des quantités lentement variables.

Sous certaines restrictions imposées aux deuxidmes mem-—

bres de (1.1) changeons de variables d'aprés les formules

2=t +eF(tE) R (L) R (ty), (a2

Itéquation (1.1) se raméne & une &guation exacte
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de,
dt

Négligeons dans (1.3) le terme E,'M‘R(t,ﬁ) , il vient

eX (B PE)+EPIEREE. (1.3

une équation "centrée" de M -idme approximation

%f—: EXo(E)+EIE(E)-;-..A-E’“E‘(E). (1.4)

Toutes les fonctions E(f,&)’ E(fj),JFm(f,E) dans le deu-~
xiéme membre du changement (1.2) sont calculées élémentairement

et les fonctions )(“(E)J R (E), i Pm (&) résultent du cen-
trage des deuxiémes membres de (1.1) apréds y avoir substitué

ltexpression (1.2). Par exemple,

X,(8)= M{X(£2)].
P - M{(X )Xt}

Dans un nombre de ses travaux N.N. Bogolioubov a donné
la justification mathématique rigoureuse du principe de centrage,
énoncé et développé par lui-méme. Cette justification en son es-

sence se raméne 4 la résolution de deux problémes suivants.
1) Soit une valeur suffisamment petite du paramétre § . Trou-
ver les conditions sous lesquelles la solution des é&quations exa-

ctes

d
d—f =eX(t ) {1.5)

diffdre aussi peu gque l'on veut de la solution des &quations ce-

ntrées correspondantes

2 eM{xeol-ex (1.6
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dans un intervalle de temps aussi long que l'on veut, mais fini.
2) Soient les solutions des &quations exactes (1.5) et les solu-

tions des &quations centrées (1.6). Btablir la correspondance
entre leurs diverses propriétés qui dépendent de leur comporte-
nent dans un intervalle infini de temps; particuliédrement, faire
correspondre les solutions périodiques du systéme centré aux so-

lutions périodiques du systédme exact et &tablir les propriétés
de l'attraction par celles-ci des solutions voisines.

Je n'ai pas de possibilité de donner ici 1lté&noncé com-
plet de ces problédmes, ni de m'attarder sur la démonstration de
nombreux théordmes &légants qui donnent aux problémes mentionnés
la justification mathématique rigoureuse.'

Je me borne & remargquer que c'est uﬁ théoréme classique
de N.N. Bogolioubov gui joue un r8le fondamental & la résolution
du premier probldme pour une assez large classe d'équations dif-
férentielles sous forme standard. Ce théoréme nous fournit une
évalution de la différence Lr(t)-— E(+)] dans un intervalle

de temps aussi long que l'on veut, mais fini, sous conditions
assez générales imposées aux deuxiémes membres du systéme (1.5):

il n'est exigé que l'existence de la valeur moyenne

™
i 4
him —~(X(t,e)d£ — X (E). (1.7)
T‘vnTo -
Ce théoréme a donné la possibilité d'élargir essentiel-
lement le domaine ol le principe de centrage est valable et il a

eu de considérables développements et généralisations dans des

travaux de nombreux auteurs.
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Je vais parler bridvement d'un formalisme de la méthode
de centrage de N.N. Bogolioubov. Ce formalisme aboutit aux équa-
tions centrées qui sont les équations approchées du premier et
du deuxiéme ordre. Dans ce qui suit, pour abréger désignons l'en-
semble de N variables X4,...,&, par une lettre 2 et consi-
dérons dans l'écuation (1.1) les grandeurs X et X conme les
points d'espace euclidien & N dimensions.

Alors la formule de différentiation des fonctions de

plusieurs variables

d b a) P SO de,
dt 12'-1’3.2% dt (8

deviendra avec nos notations

dF 9F OF de OF [dx 7

—_—cr—t—— | — — T
dt @t zdt 2t (dtox/ > i

de sorte que (r'g_F est considéré comme la natrice
l ’DF; appliquée au vecteur -d% et (d—f %)

conme 1'0perateur produit vectoriel

Z (1.10)

dt ‘Dac,

Il est év:.dent que l'application du systéme de notation
matrico-vectorielle ne nécessite aucune explication supp}émentai—
rec et présente une étape importante dans la simplification des
équations.

Supposons de plus que F(t,-?!) est une somme de le ferme
it
F(t,x)=zve F (). (1.11)

En introduisant alors les notations
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M{F&2)} - F ()

iy
e
)

Flt2)-X

veo

I?(i,x)=z ¢ _ F (=)

Y
5 (i)

E, (x))

(1.12)

etc. on a identiquement

: =
of & oF F-M{F'_]‘

’Ff—g ) X ¢ (1.13)

L'opArateur —~ est l'opérateur d'intégration, Ir’ est l'opérate-

ur de centrage pour des X constants ou l'opérateur de centrage
par rapport au temps.

Examinons maintenant le systdme d'&quation (1.1) ol ¢
est un petit paramdtre et ol les expressions X(t,xJ fonetions

du temps sont représentées par les sommes de l= forme

X(tz)= > emxl (m) (1.14)

La forme de la solution approchée du systéme (1.1), peut &tre

trouvée, ou plus exactement devinée, & l'aide de nntions tout &

fait intuitives, & savoir: &tant donné que la dérivée premilre
X

mal de considérer X corme unc superposition dfun terme variable

est proportionnelle au petit paramdtre il est nor-

E et de la somme de termes oscillants et compte tenu de la
faitle valeur de ces dernidres on posera & l'approximation du pre-

mier ordre: =¥ alors
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it
—g;-%)((tx):s)((t,z)%z X, (ke , (1.15)
{ v

c'est-3-dire:

dux
— = EX (E) + plus termes oscil- (1.18)
d i ) lants wvetits.

En considérant que ces termes sinusoidaux n'entrafnent

que de petites oscillations de X par rapport & B et n'agiss-

ent pas sur la variation systématique de X on obtient en premi-

ére approximation

j_‘iﬁe)(o(;)-slzfl{)((t&)k' (1.17)

Pour obtenir l'approximation du deuxiédme ordre il faut

tenir compte dans l'exyression de X des termes oscillants en

ot
tenant compte de ge X’ (&) dans (1 .16) qui entrafnent
rour X des oscillations du type
eewt
=~ X, (%)
on aboutit alors A l'expression approchée du type
euf
zapre X — X (3)=E+e X (tE). (1.18)
o oY v .

En portant (1.18) dans l'&quation (1.1) nous avons

g%c=EX{t,§*EX), (1.19)

d
c.d.d.: d—{tm =g '14 {X(f‘E +8X)]] plus termss sinusofi-

daux petits, d'od, en négligeant l'action des termes sinusoidaux
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sur la variation systématique de ¥ nous obtenons 1ltéquation de

lt'spproximation de second ordre
e M{X(tsefta))-

ou, aux petites quantités du troisidme ordre prés,

g% { (tE)+ a(X(tE )X(t E)} (1.20)

et ainsi de suite.

Les raisonnements exposés, &videmment, ne sauraient pré-
tendre 8&tre convaincants; on peut avancer, par exemple, que lor—
sque 1l'on porte (1,17) dans (1.1), les termes négligés sont Adu
mdme ordre que § x° qui est comservé.

Il est aisé toutefois de leur donner une forme plus va-

lable. Pour cela effectuons dans (1.1) le changement de variable
x=p+eX(t8), (1.21)

o0 & est prise comme inconnue.

En différentiant (1.21) i1l vient

dz_dz 8’w((w de | GX(te
dt dt 0k dt

Mais ‘en vertu de la propriété (1.13) de l'opérateur d'intégration

3X&ﬂ

(1.22)

= X(£E)-X, 8.

En portant (1.21) et (1.22) dans (1.1) on obtient

d_5+ fa)(tr; dg
m B e reX(t8)-eX (&) eX{thaX(t&)}

soit
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{E+5%}'CT_E’EX (8)+E{X(£E+£X) X(tt)} (1.23)

od E est une matrice unité.

En multipliant (1.23) & gauche par

e 3

on remargue que les nouvelles inconnues E vérifient des équati-

(1.24)

ons'du type:

o i
+e{ ' e@—(} {X(tereX)-X(en) o

Dtautre part, en-développant (1.24) en serie des puissances de §

il vient

[LE+ ’355 F-& 6)(_&5 g iy (1.26)

m
ol le symbole & repregente des grandeurs du meme ordre que

m
E . U'est pourquoi les &guations (1.25) domnent

dx
dT-eX (2)ee - (1.27)

soit de fagon plus précise,

"aX(t,EJ X (3)ve {X (tE +£X)"X(ﬁ§)}+a

=&X,(§\-€fa),§;t§) (5)+€ ( )X(tE

Alors, si ¥ vérifie les tguations (1.27) dont les se-

g t-} -
Ty EX,(E) E

(1.28)

conds nembres diffédrent de ceux de 1l'édquation
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de
il (1.29)
i'un infiniment petit du deuxidme ordre l'expression

2= reX (£2) “1+30)

est une solubion exacte de 1l'&quation considérée (1.1).

C'est pourquoi l'on peut prendre en premidre approxima-
tion

x* =g, (1.31)

en prenant pour & 1la solution de 1'&cuation de 1l'approximation
du premier ordre (1.29).

L'expression (1.30), ol & vérifie les mlmes équations
scra appelée approximation du premier ordire amé&liorée.

In portant l'approximation du premier ordre améliorée da-

ns 1l'&quation exacte (1.1) il est facile de voir que cette appro-
ximation la vérifie 3 un infiniment petit du deuxidme ordre prés.
In revenant & 1l'&quation (1.29) on remarque qu'en vertu

de la d&finition de l'opérabteur de centrage

X, @)=M{X (0]

1'équation dc l'sprroximation du premier ordre peut &tre mise
sous la forme
d
——E—=8M[X(tf)}' (1.32)
dt ¢

De sorte que les fqguations de l'approximation du premier ordre
(1.32) s'obtiennent A partir des équations exactes (1.1) par cen-
trage par rapport au temps. Iorsque l'on effectue ce centrage on

considére E coxme une constante.
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assons maintenant & la construction de l'approximation
du deuxidme ordre.

Remarquons que lors de la construction de l'approximatior
du premier ordre en effectuant le changement .de variable (1.30)
nous avons mis l"équa.tion (1.1) sous la forme
dg s
2w $ 5 i
7 eX,(E)+e
Pour obtenir 1'approximation du deuxidme ordre nous tro-
uverons de fagon analogue, le chéngement de variesble qui trans-

forme X en F qui vérifie une &quation du type

j_: -eX,(2)+ &' P(2)+ (1.33)

Pour aboutir & ce changement de variable, la voie la

plus simple,d notre avis, consiste d trouver une expression

x = P(t2.6), (134)
ol % vérifie une équation du type

de *
E=5x.(5)+epfﬁ), (1.35)
3
et qui vérifie (1.1) & un infiniment petit de l'ordre de £ prés.
Coumme pour & d&terminé A partir de l'opproximation du
premier ordre

dg
| E-EX,(E),
l'expression ot .
x=k +aﬂZ—f’;— X (¥)=x+eX(ty)
so U

vérifie 1'équation (1.1) & un infiniuent petit du deuxiéme ordre
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prés, noys, chercherons la solution de (1.34) sous la forme

x=z+eX(t3)+€ F(LE), 138y
ol F est représent® par une somme du type
cpt ,
F(t,) Ze F,(3) * i

En portant (1. 36) dans le deuxiéme membre de (1.1) on a

e X(t2)= e X(tE+eX)+e 5 (1.38)
- X (LRI (X Xt 2V €
D'autre part pour ¥ défini par l'équation (1.35) si

l'on dlfforentle 1l'expression (1.36) on obtient

de _ds +8'3X(ta d_s JOF(tE) de era)((tz) E:.'aF(t,g) :

dt dt - a@E dt ° F dt - 9t ot
i oot X(t £) @X(fﬁ) = ’dF(t&)
e X, (8)re Pe)+ 8 ——— X (¥)+ ¢ Sy R -’
d'od
dzx 'BF(ta) )
at =e X (tg)+e'Pe)+ ML 35 X( B tET (1.39)
ﬁx{“ = X(LE)-X,(3).

De sorte que l'expression (1.38) sera &gale & (1.39) A&
3
un infiniment petit de l'ordre de & préds, si 1l'on choisit P(E)
et F(t,E) tels qu'on ait

oF(tE) /29 WtE)
ETH =(XE)X(t,E)‘—-X(E -P(e).  (1.s0)
Mais &tant donné que

;9'1‘

it
X(fE)Z: X ;X(f,5)=4§€')(,(5), (1.41)

#0
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on peut écrire

(72 )X (p)- BX‘”’ X (3)-

Z e(v'ﬂ')i 1 (X
&m o)

(1.42)
? X,
25X, £, [;)X @)

(]
‘-J F fﬁ# V

oﬂdan.sl"

o
n'eo) ron )
on effectue la sommation sur tous les couples (V,¥ ) de fréqien-

ces qui’ figurent dans les sommes (1.41).

Par suite, on peut représenter 1'expression (1.42) par la

()?%)X(tﬂ Uy @ 2 R
(ﬂ"f"”

et la rclation (1.40) sera vérlf:.ée si 1lt'on prend

PE)-b(2)- M{(X,ba))((t B)- 'aX(t*’ e X m} m(X 'a_:)m‘)}

a2 cp(a (X 3E)X(t e 1 M CR =)
o i
En résumé on peut affirmer que pour ¥ dé&fini par 1'équ-
ation

L e):/!{X(t,E)}+£M[(X%)X(ﬂ£)} ) (1.44)

ltexpression

.Z=E*EZ(’L,E)+€(X?? )X(t& BX(“ ——X (&) (1.45)

3
vérifie 1'&quation (1.1) & un infiniment petit de l'ordre de €
prés.

Montrons maintenant que si l'on considére l'expression

obtenue comme un changement de variable transformant l'inconnue

T définie par l'équation exacte (1.1) en une nouvelle inconnue
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& qui vérifie alors une &quation du type

d 2 a 3
~:=alt\4{)((t,e)}+sI:’I{(Xﬁ))((t,t)}w---, (1.46)

3
gqui diffédre de (1.44) par les quantités d'ordre §£
Dans ce but différentions (1.45) ct pour abreger utili-
sons les notations (1.43).

On obtient alors

dr_dy Xk de . OF(2) O ;W(ty) Ot

dt dt £ Tor at o ot ot Tt -
(1.47)

)

'b)( ;‘DF de BX(t.é) « OF(L2)
(E T )dt "9t ¢ 5

ol E est une matrice unité.

Mais d'apréds la définition m#me de l'opérateur d'intég-

ration nous avons

N(tE) | JOF(E2) ) -
o -eX(tE)- eM{X(tt)} e( )X(t‘é)

- a'aX(ta) X (8) {( ‘ag)X(t E)S

et clest pourqpoi il résulte de (1.47) que

dx_ 'OX n(bF
d_’c'(E e,aE 8’0 )dt +e X(4E)+
Jb)(( E)

(XX E)-€ T X, a)-
-ex.c:)-e‘qfl{(iﬁ)X(t,z)}-

Remarquons maintenant qu'en vertu de (1.,1) cette expre-

ssion doit &tre égale &

e X(t2)= eX(’ct+eX+eF) e X( t&)*e( b&))((tls
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De la sorte nous _Yoyons que la variable § vérifie 1l'&quation

X .BF]“
W (E E'DE; T [aX (2)+

LOX (1)
s
&

(1.48)

X @ M{Z X ) ee |
Mais il est &vident que

oF 2FyL o XD
(EE 'a:;)Eé"c)a ¢

et c'est pourquoi l'iquation (1.48) peut &tre mise sous la farme

9 o, MR 2 Xt e

qui cclincide avec (1.46).

Ainsi lorscue E vérifie lt'équation (1.48) dont le se-
cond membre ne 2iffdre de celui de (1.44) gque par un infiniment
pefit de l'ordrc de 53 s, l'expression (1.45) est une solution
exacte de l'éguation (1.1).

Prenons alors pour approximation du deuxidme ordre

-z +eX(tE) (1.49)

ol & est défini par ltéquation (1.44). Autrement dit, nous av-
ons pris comme approximation du deuxidme ordre la forme de 1l'app-
roximation du premier ordre sméliorfe dans laquelle } vérifie

ltéquation de l'approximation du deuxidme ordre.
L'expression (1.45), od ¥ est défini 4 partir de l'&qu-
ation (1.44) sera l'approximation du deuxidme ordre améliorée.
Comme nous l'avons d83jd vu , l'approximation améliorée

du deuxiéme ordre vérifie l'&quation exacte (1.1) avec une erreur
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de l'ordre de E’ .
Tout ce qui a &5& d&jd dit se généralise aux équations

du type

dx =eX(t2)+€ YY), (1.50)

dt

ol interviennent des infiniments pebtits du deuxiéme ordre.



- 191 -

Y. A, Mitropolsky

DEUXIEME LEGON

CENTRAGE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES AUX PARAMETRES
LENTEMENT VARIABLES.

. Equations aux paramédtres
lentement variables . Come on salt, 1'8tude

des processus oscillatoires non stationnaires conduit dans de
nombreux cas au systéme d'équations différentielles dont les
paramdtres (masse, rigidité,fré,uences et amplitudes des forces
extérieures,etc.) varient avec le temps. Supposons que ces para-
nétres varient lentement en comparaison de l'unité de temps dite
"naturelle" qui est la période des oscillations propres. Dans ce
cas, pour obtenir les solutions approchbes on peut appliquer
avec succéds la méthode de centrage. Je ne peux pas m'arrdter ici
sur l'analyse d8taillée des squations & coefficients lentement
variables et sur de nombreux résultats connus pour ces $&quations,
en adressant les intéressés & la litt¥rature spdciale. Je me

borne 4 remarquer que dans certains nos travaux la méthode de
centrage a &t& développke profondément, que, d'une part, elle
a 8t® appliquée 4 1'&tude des systédmes mentionnds pour créer des
algorithmes et des schémas de calcul, et que, d'autre part, elle
¥y a regu la justification mathématique rigoureuse.

Etudions dfabord le cas le plus simple. Soit une &qua-
tion différentielle non lindaire aux. parsmdtres lentement vari:

ables
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ol € est un petit paramétre, g—e = ;}{g} =0 5 m(y}‘ et C[y}
sont les forctions posu:lves pour toutes les valeurs des é{ la

fonction Fi { y .8, x ) est périodique de période A% par
rapport & 6 , et cette fonction peut &tre mise sous la forme

d'une somme
Fly.8, 2, — ) e x — ) (2.2)
) 2,
dont les coefficients g' { y z, dx) sont des polynSmes en XL

gt_.dg.

dt Supposons que dans l'&quation (2.1) le paramé’creyvaﬁ.e
lentement avec le temps et que lg caractdre de cette variation
dépende du mouvement du systéme (2.1).

Soit une éguation’ &
-af{ 4825 ) (2.3)

qui détermine la quantité len‘bement variable s ou ’3(39 A d t)

est une fonction périodique en 0 ae période Mt . Cette fonc-
tion peut & son tour dtre d&velopbe en somme du type (2.2).

2. R&€duction sous forme standa-

r 4 . Pour appliquer le principe de centrage au systéme d'équati-
ons (2.1)=(2.3), il est utile avant tout de le r&duire sous forme
standard. Supposons pour cela que le systéme considéré ne présen-

te pas de cas résonnant, autrement dit, que \){ y) # w[g) pour

cl
tous les y , ol [y ——ﬂ
Sous cette hypothése 1n1;roduisons dans les équations
(2.1),(2.3) de nouvelles variables @, Y et g par les for-

mules
x=acesv
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d |
T7 - -oelgnts

(2.4)

t
grip V= Jalpdt+,
alors, au lieu du systéme (2.1)-(2.3), il résulte un systéme

d'équations sous forme standard

do e d[migw(y)] ] o
T it

t 'f{g,aa%‘l,’-w(y)mw)mw} :

de & [dmgwly YT NV
Z:?"mrwwfw{ dy fjdacst- ottt .

+ % ¥ ( g.&acas%— aw[g}s«h?’)mq/} )
o] :
ﬁ =g f{y,@,amqj—aw[g)mv/)
(= [wly)olt + ).

Si nous &tudions le comportement du systdme (2.1)-(2.3) dans une

zone de résonance (pour fixer les id&es,dans une zone de résonan-

ceprincipale), 0)[3) = \)(y) s, et 11 est nécessaire d'introdu~

ire de nouvelles variables &, Y et par . les formules
x=acs(0+Y),
dy ;
b =-a,w(gjfm{9+?’), (2.6)

Aprds des transformations simples il vient un systéme d'&quation

sous forme standard
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do, _ € 'd[mfwwf&i /
dt m(y;w{:f}z

Yo, Oacos(f«¥)-awly) an[aw?/m[gwfj

+ &'{y,&am(ew),-aw(y;un{mwmm«w} )

dy o & a/[mfﬂ)w/b’,fix
dt-aﬂ(ﬂ) mf}ﬁ‘*}(?){ dg

of (g,@,am(& w’),—aw(g)M[9+W)}4iﬂ{5+‘V}w6{8+ Yt 2. 7)

3 é 31'(3 aacos(SWJJ—aw[g)&én(QrW))wa{Qf‘f’)};

351 ,ﬁ(%eawae r¥),-aw(y)sin 6+ LV))

(ea(y)=w(g)- V(g})-

3. Formation d*'é€quations centrées

la premiédre approximation . Supposons

que nous ayons réduit le systéme d'&quations (2.1)-(2.3) sous

forme standard. Alors pour obtenir les 8quations centrées de la

premiére, de la deuxiéme, etc.

le schéme de centrage dont 1l'idée a &t& déjd exposée lors de la

approximations on peut appliquer

derniére legon. Par exemple, pour obtenir les équations centrées

de la premiére approxiwuation dans le cas de résonance, effectuons

le ceunirage-des deuxiémes membres du systéme (2.7) par rapport

a 0 . on obtient les équatlons différentielles
do.

d-]; 1 (ﬁl*aﬁ}))

¢ = @ly)-90y)+ eBy (g,

(2.8)
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d ,
it higer)
ol - w —_— et ol on a posé
wm']/m(g) i Vi j’ 2 I
..1 3 ) \
Mt gty “f@f G acos(fubl-salfflunfb )

x sén(0+¥)d0 1

 dimlyesy . .
y afﬂ(g@ams{@j -QufY)sin(6 rW})M[Q Wdé’}

{ {
- 6] 9a.co5 9+¢) -aw(y/wn/d+¥)
‘%*(c\f’a"w) !0,5?% e ) (2.9)

2sz[g)
x Co8(9+¥)d7 +
Aoty )
Py 6.0 cos(B+¥)-awly)sin 6+ ) cos(6+¥5in(9+¥)d 6 |
dy )N\ }
ax

(gav’) J (geawa (6+¥)- awly)sin(8+Y¥) VIdG

0

4, Cas particuliers de systeéme
(2.1)=-(2.3). Examinons les cas particuliers de systéme (2.1)-
(2.3) ol l'intégration d'un systéme centré peut 8tre considérab-
lement simplifife ou méme &tre menée 4 la fin.

Tout dfabord examinons le cas ol le deuxiéme membre d'équ-
ation (2.3) est une constante. Pour fixer les idées posons

-Hﬂ,e, )GH; ) ;f . Alors l'équation (2.1) prend la forme
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d dax ” oz
dt [mm p +C(7)X = 85((?591 BT ) (2.10)
ol T-= et est un "temps lent".

Introduisons (dans le cas de résonance principale,

W) %V(’f)) de nouvelles variables @ et Y & 1'aide des for-
mules
x=acos(B+¥)

(2.11)
o8, aw(t) xn (§+Y),
dt

il résulte une &quation sous forme standard
mT)w)
qg’.;ﬂ E {a d[ ]M"[9+‘V)+
dt  m@)w(z) de

- g[@;g, a coé[e»fuf),-aw(fr)a'n(ﬁw’)) sin [0+ 9’)} )

dy_ ¢ d[mewe)] . .
e m(?)w[ﬂ{ dr e
" % g(fc,e,o,wa(e +y) - aw(fc’mn(a*r#’))wé(@*“’}} )

ot EA(T)=w()- V(T

(2.12)

Centrons les deuxiédmes membres par rapport a 9 , il vient

g%t . Eﬂi ('Z:Q;,V)}
:Z ea(t) +ed, (ta.¥) @A

ol ﬂi(ta,q/) et B, (‘L‘;&,‘V) sont déterminés par les for-

mules (2.9).

3i le .deuxiéme membre de l'équation (2.10) remplit la

}'(fﬁ)m,:—é )= Floa), (2.14)

condition
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les &quations centrées (2.13) se présentent sous la forme

do  ca d[m)wte)]
dt ampjwp) o
i © (2.15)
(_j.q_jz w(zv) s _E___ ?(ft',awﬂ/)cow’d‘{}.
dt Uimp)wltio '
]

Le systéme (2.15) peut 8tre intégré complétement. En effet,

de la premidre fquation on tire

___M(O)w[o) , (2.46)

m(t)w(t)
ol A, est une valeur initiale de l'amplitude pour 4= 0
Substituons la valeur trouvée de l'amplitude dans la

deuxidme &quation du systéme (2.15), il vient
g t

q):[a)c [a()t]dt (2.17)
/]
ol on 4 posé

w, [a®),T] =

s[rnm}w{o)fi T (2.18)
=a(?) - & (’Ea«, i 0¥ cas¥dy.

ax[mmw('z')]%a,o ) m(t)w(t)

Or, les oscillations décrites par l'équation (2,10)
sous condition (2.14) sont sinusoidales, la variation lente de
e SRR

leur amplitude est inversement proportiomnelle 4 la valeur

M('l')w(’t') et leur phase varie selon la formule (2.17).

A titre du deuxidme cas particulier, prenons

3"(1',9,90,%)=3:(’Cj g%) (2.19)
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Les &auations centrées sont de la forme

K
do e dmtior] j faw[w)mq})wz‘}’d?’
dt  ampjwr)  de zmeWZ'B’ /
(2.20)

dy

E = W(t).

La deuxiéme &quation nous fournit immédiatement la loi de vari-

ation de la phase totale

¢
‘V=fw(’&‘Jdt. (2.21)

Evidemment, en premiére approximation la fréquence des
oscillations décrites par l'&quation (2.10), & condition (2.19),

ne dépend que du caractédre du changement lent de la masse et de
la rigidité du systéme et ne dépend nullement de l'amplitude des
oscillations. Si la masse et la rigidité &taient constantes, nous
obtiendrions les oscillations dites quasiisochrones dont la fré-
quence en premidre approximation serait constante et ne dépend-
rait pas de l'amplitude, & l'opposé de la plupart des systémes
oscillatoires non linéaires.

Examinons de plus 'un cas particulier ol le deuxiédme mem-
bre de l'&quation (2.3) ne dépend pas du choix d'un trajectoire
(2.4) le long duquel nous effectuons le centrage (c'est-a-dire,
ne dépend pas du choix de la solution du systéme non perturbé).
Alors le troisidme équation du systéme (2.8) se met sous la for-

me

+fly

avec
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&%

fy-= f (y,6)ab. (2:23)

7 an
De l'équation (2.22) on toire g:g{f} , aprds quoi on est ra-
mené de nouveau 3 1l'&quation (2.10).
S5 Systémes d'@quations aux pa-
ranétres lentement variables . Iln'est
pas difficile de généraliser la méthode ci-dessus pour les systé-

mes d'équations différentielles aux paramdtres lentement variab-
les. Pour simplifier, bornons nous & examiner le cas ol dans un
systéme &tudi# les paramdtres lentement variables ne d&pendent
pas du choix de trajectoire du systéme non perturbé.

Soit le systéme oscillatoire & Y degréds de liberté,
qui est caractérisé par les expressions de l'énergie cinétique

et de l'énergie potentielle

o
T__Za (’f}q(l V=_:_Z'g‘][1}q‘9 ) (2.24)
Lj 1 ‘:,"4 /
ot a;. (’3') = Q.. (1), % (’!} 6 (%), =gt et par les

Ji

forces 'rénérallsees

0Q, (109,9,.9,,..3,.8) (a1, 229

Alors, pour &tudier le processus oscillatoire, on obtient un sy-

stéme dt équations différentielles

d | & :

L‘i

-e@;(ﬂ%--ml%---%,,-&) (j= 1)
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Introduisons de nouvelles variables quasinormales Xy, X,,.. &L,

F¥ it
d’aprés les formules o
UES R=4,2,..0
» %2;"’ et oo
ol (P () (k=12 ff) sont les fonctions normales

dépendant du paramdtre ¥ et satisfaisant une condition dtlor-

thogonalité; le systéme (2.26) se réduit 4 celui des équations
aux paramdtres lentdement varlables

X
7t =k 4 W, ('t).'.t
(2.28)
e mx (.62, %,,2,,..2,,6)  (k=1,1,.0).
A l'aide du changement de variables que ncus faisons pour

dviter la singularité & l'origine tchangement pareil 4 celui de

Van der Pol) ‘:"’s* -i‘a)xt

Xy er + Z_ke ;

. ! - o), R -m) £

xn = Lwnie - "w z ke :
ol Z" . E_ K sont les fonctions inconnues du temps complexes
conjugbes, le systéme (2.28) peut étre mis sous forme standard

_~ =eX(ft'9 z) (2.29)

ol 2Xe= ('.{1,..., Zﬂ, Z-.h . N) sont des points de

ltespace euclidien & N (llIl@D.SlOIlS, n’)—” "

In appliquant la méthode de centrage, on peut former les
systémes d'équations centrées, correspondants au systdme (2.29),
en approximations d'ordre un, deux et plus &levé.

6. "héorédnme, &valuant l'erreur de

l'lapproximation d'ordref . Ious ne formulons
que 1l'&noncé d'un théordme &valuant Ll'erreur de l'approximabion
d'ordre M dans un intervalle ©ini de teups.

Soit un systdme centré de la m -idue aoproxiuation,
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forué 2 partir du systéme (2.29),

m) (m) (m)
%:eX (tx ) (2.30)

alors ot juste le théoréme suivant:
Théordnme. Soient effectuées les conditions ci-dessous:
1) les formes quadratiques (2.24) sonl définies positives sur

segment fini 0% T £ L
2) les iouctions CCLJ['B'} ; 87(4:'}, A5,
RKe(B020, 20, 20y 2y, 8) (i K =42,,1) sont
indffiniment différentiables pour toutes les valeurs finies de

leurs arguments et pour & assez petit;

3) les expressions de —Tn—?— sont des polyndmes trigonomé-
triques en angle 9 d'ord_rei finis;
4) sur tout le segment 07« L est remplie 1l'inészali-
té&
A, (z0.¥)eCa «C,, (2.31)

ol C et C1 sont des constantes et
A (ray)- fét{)((@; 8,0.co5(6+¥))}- (2.32)

Alors & tout L aussi grand que l'on veut et 4 toute valeur des
constantes .m. . S on peut attacher les constantes positives
& , K

L
gment O0tt < + aura lieu 1'inégalitd

m GUelles que pour tous les £ (0<€E <« E,) sur le se-

(m) m
. (2.33)
[ (t)-2t)]« K ¢,
(m)
ol X (“l:) est une solution du systéme centré (2.30) et .23(‘[:)
est celle du systéme de départ (2.29) détermindes par les conditi-
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()
x (0)=2(0), |2x(0)]|=M.
Nous n'allons pas nous attarder 4 la démonstration de ce théoréme.
Nous nous bornons § indiquer qu'il peut &tre sensiblement amé&lioré
et &largi sur les systémes plus générales, ceux aux paramdtres

lentenent wvariables.

7.Pendule & 1la longueur q ui varie
lentement .« A titre d'exemple typique é&tudierons les osci-
llations d'un pendule simple, dont la masse reste constante, en
présence d'un petit amortissement et d'un changement lent de sa
longueur( dans le cas d'une masse variable des difficultés supp-
lémentaires n'apparaissent pas).

Désignons par X un angle d'écart compté 3 partir de la
verticale,par g ‘une accélération de gravitation, par m 1la
masse dua pendule, par e = Z(ﬁﬂ sa longueur lentement vari-
able et par an un coéfficient de frottement, il découle une
équation différetielle

d [ 8"( dx
dt dt

Si les écarts sont petits, &in X  peut 8tre remplacé par deux

,Q,n-g-[f(fz’ ]+m34f(mm:c 0. (2.34)

premiers termes de son développement suivent les puissaxces de XL ,
aprés quoi l'&guation (2.34) peut &tre mise sous la forme

j’c [mf(‘r) j:]+ mgf(fc") EF(’U.Z') j{; ) N

ol on a posé'formellement

myle) dlw)
eF( dt) L Qf[’r);-ie Sln @
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Pour qu'on puisse plus facilement tenir compte de petites termes

en formant les &quations de la premidre et de la deuxiéme appro-

ximations, introduisons les notations
2= x, n=gn,, e

qui &lucident la petitesse de 1l'amplitude d'oscillations et du

frottement.
Maintenant 1l'&quaton (2.35) peut &tre écrite sous la forme

d 5 dx, ijx
(;‘-E[mf(’r) T + mgf(’c’}x‘ &F ( v »8); (2.38)

avec

i, o) 9 g B e 8
F('TJ{’E') . (?) pT En, — I X, . (2.39)

A l'aide du changement de wvariables
2, = 000",
. (2.40)
d_mi = -awi)wnY

dt

mettons l'&quation (2.38) sous forme standard et centrons le sys-

téme obtenu, apréds cela on aura les é&quations
da { ne 3t
dt mélr)  hi(e)]

i m(1- o),

(2.41)

ot W(t): ]/;_%

Intégrons la premiére &quation du systédme (2.41) sous
condivicns initiales {- 0, @=0, , il vient une expression

de a : _ ‘E;_f_l‘fif_ 3
m (2.42)
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En la portant dans la deuxiéﬂg équation du systéme (2.41), on
en dt 3
trouve " e‘ -?!m,.[jﬁ{g}I
y=whl{- — T LSNP (2.43)
0

Les formules (2.42) et (2.43) donnent la possibilité dfanaliser

complétement les oscillations du pgndule quand sa longueur varie
lentement. Si nous portons dans (2.42) et (2.43) T=¢t et
1'expréssion de £(%) ,donnée d'avance, et si nous calculons en-
suite les intégrales y intervenant, nous pourrons obtenir pour
l'amplitude et la phase d'oscillations des formules simples qu'on
pourra traiter aisément. Nous ne nous attarderons pas & ieur
analyse, tout comme 4 l'analyse des équations centrées de la deu-
xiéme approximation, en adressant les intéressés 4 la littérature
spéciale. '
8.Invariant adiabatique . En examin-
ant les systdmes aux paramédtres lentement variables nous rencon-
trons les grandeurs dites les invariants adiabatiques. Ce sont

les grandeurs qui, tout en ob&issant aux lois de la Mécanique

classique,restent invariantes quand les paramdtres varient lente-
ment. Pour interpréter la notion de l'invariant adiabotique, &tu-
dions, suivant M. Borne, un exemple du pendule simple 4 la masse

m et 4 la longueur ! qui varie lentement (s'accrolt ou di-
minue), Ce changement de la longueur provoque les changement de
l'énergie W et de la fréquence W des oscillations du pendu-

W

le. Mais on peut montrer que la valeur -~ reste constante

w
pour les petites oscillations.

Une force qui tends le fil du pendule se compose d'une
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partie de la force de gravité m?ws‘p et d'une force cent-

)
rifuge mf y . Le travail résultant d'un seul raccourcisseme-
nt du pendule ( ou d'un seul allongement, dans ce cas il faut

prendre un signe contraire) est égal &

‘ﬁ=-fm3ws*fdf—fmf?za’f. (2.44)

351 ce raccourcissement s'effectue assez lentement, en
sorte que sa durée ne dépend nullement de la période d'oscillat-
ion, pour qu'on puisse parler de l'amplitude d'oscillations, on

peut écrire

df - - mgoos_‘fdf— mi @l (2.45)

ol les traits au-dessus des symboles signifient le centrage
dans une période. Nous supposons ici que la variation des para-
métres soit lente, ce qui est semblable & nos restrictions habi-
tuelles.

Si les oscillations sont petites, nous pouvons poser
‘Pl
CO&‘P = :{— ? dans la formule (2.45), aprés cela la qua-
ntité d.& se divise en deux parties: - mg d{’ » Qui repré-

sente le travail de l'ascension du pendule, et

dw- "4 ?- bt df, (2.46)
9

qui représente 1l'énergie acquérie au cours d'une oscillation.
Les valeurs moyennes de 1l'énergie potentielle et de l'énergie

cynétique au cours d'une oscillation sont &gales d& la moitié de
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lténergie totale, c'est-a-dire, a

V. rpet. mgty 2.57)

1 2
Comparons .les deuxidmes membres de (2.46) et de (2.47), il résul=-

te

dW = - 2—“;; a4. (2.48)

Puisque (AJ=V£2 , ona

do_dl

== e (2-49)

w 20
Comparons les équations (2.48) et (2.49), il suit

dW dw

ek, 8 2.

m 5 (2.50)
d'od il d&coule définitivement

W

_ =w. (2.51)

A l'aide de la méthode de centrage, dans l'exemple du
pendule simple 4 la longueur variable, formons la premiére app-
roximation et montrons qu'en premidre approximation, si, de plus,

le frottement est absent, l'invariant adiabatique (2.51) est
conservé. En effet, dans le cas de l'absence du frottement, on

obtient une &quation qui décrit les oscillations du pendule

d [ml’z(fr)ﬁ
dt dt

ol 2(7) est la longueur lentement variable. In premiére app-

+mgliejin e = o, (2.52)
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roximation la solution de cette &quation est

2= ocos (2.53)

ot & et ¥ sont diterminés par le systéme centré

do 500
e Bl ]
dt 4
3 (2.54)
o wm«)({- £ ))-
dt 16
et od _&
wir)= .
(x) L(7)
En intégrant la premidre &quation du systéme (2.54), nous trouv-
o 20) :
/)
% ol (8 (2.55)
¢ “’°{mll

Trouvons maintenant une valeur d'énergie totale, d'apréds
la formule (2.47), dans laguelle il faut porter la valeur &
selon (2.55) et la valeur X selon (2.53), il vient

W = mgf[?)?= n-tgfmo,";_s“‘h

£(0) i! S
-mgtero,[ 201 |4
mg & L)) g
Substituons cette valeur de W/ et la valeur ae w (%)
dans (2.51), il résulte 3
? {£(0) ,
w o mgtmo[fm| mea.

= {(0) = const,
w(*) 2

L) .
ce qu'il fallait démontrer.

Hy
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TROISIEME LEQON
SYSTENES PEU DIFFERENTS DE CEUX EXACTEMENT INTEGRABLES.

% Enoncé du probléme . De nombreux pro-
blédmes pratiques de la théorie des oscillations nous astreignent
4 considérer les &quations différentielles non-linéaires aux pa-
ramétres lentement variables qui sont essentiellement distincts
des équations différentielles lindaires. Il n'existe pas de pro-
cédé efficace, d'une portée plus ou moins large, qui permettrait
de construire les solutionz approchées de ces équations, méme
dans le cas des oscillations d'un systéme comportant un seul deg-
ré de liberté.

Mais en mainte occasion les é&quations différentielles
non-linéaires, gue pous rencontrons, comprennent les paramndtres
lentement variables et dépendent d'un petit paramédtre € de

telle sorte que la valeur nulle de ce dernier met les équations
sous une forme particuliére. Sous cette forme, tout en restant
non linéaires, les &quations poss@dent de certaines propriétés
qui facilitent la création et l'application des méthodes spécia-

les destinées 3 construire les solutions approchécs des équations
primaires (avec g+ 0 et T ’&f ). Parmi ce: méthodes, en
premi@r-liuu sé présente la méthcde de centrage.

Soit donc une équation différentielle essentiellement
non-linéaire aux paramétres lentement variables comprenant un

petit paramé&tre § de la manidre que pour £ = 0 et ’L'=60ﬂ)/b
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elle peut &tre intégrée exactement. Soit une forme de cette équ-

ation

et "dt

ol, comme d'habitude, §& est le petit paramétre positif, =gt

d.): + fr.x) = eF('t.xiﬂE) (3.1)

X
est un temps lent et F(f,x,g);, E) est une fonction
analytique de § . Nous supposons que cette fonction puisse &tre
développée suivant les puissances entidres de § pour les peti-

tes valeurs de ce dernier
fedEenfed) oo
ns=0 dt

et que les coéfficients de ce développenent aient un nombre suf-

fisant des dérivées bornées pour toutes les valeurs finies de

By
dt

L'égalité 4 l'unité du coéfficient de la seconde dérivée

leurs arguments &,

dans l'&quation (3.1) ne diminue point la généralité au raison-
nement. En effet, au lieu de l'équation (3+1) nous pourrions av-

oir une é&quation

d dx
aﬂz[”‘("’;r

En supposant que m(T)# O pour tous - les 1T et en désign-

)= F—E( ::’5) (3.3)

ant

mf(%x) = (%), B

ES ol dx dme)
m("’)E “cdte dt dr F( )
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on pourrait réduire cette &quation & une é&quation de la forme
(3.1).

2. Mise de 1l'édquation (3.1)so0us
forme standard. En méme temps gue ltéquation (3.1),

considérons une équation "non-troublée"
d'»
Tl (tx)=0 (3.5)

et supposons que pour toutes les valeurs de [ de l'intervalle
CEE AN on connaisse une solution périodique
X = & (5Y, a)
(3.6)
(B(5y+am,0)=2(r,¥,0)),
0l
Y= w(talt+ Y

A et LP sont deux constantes arvitraires dont le sens phy-
sique est tout 4 fait clair. Le paramétre O détermine la con-
figuration .et Lt'amplitude des oscillations, o e.t leur phase
initiale.

Mettons l'éguation (3.1) sous forme-standard. Pour cela,
intgodpisons de mouvelles varisbles O et Y conformement
aux formules

2= g (LYa),

g_is - Wtz (tHa)

(3.7

ol T =?.‘t.

Différentions les expressions (3.7) et portons le résultat
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dans l''équation (3.1). Compte tenu de l'identité

H "
w(na)z, + §(52)= 0 (3.8)
il vient un s&stéme

r d d
- dq; - 0%, - €%

&E ()
da . qu (3.9)
Wz -
( )‘dt FOR Wt e [Floawn,e)-(vz,) b}
Résolvons ce systéme (3.9) en EEE et Ef% ; on

obtient le systéme des équations différentielles qui équivaut &
1'équation (3.1):
Il ] LV ) & " J
da g{-F(‘f,i.wi,,,E)if[wzy),zv-wzwxc}

H

dt Wi E - (WX, ),
(3.1Q)
e{F(tz0, €)% - (wE, z+(wz %,
OO e il K A
ot WE . " R, (WE,),

I1 est facile de mombrer que le dénominateur des deuxiémes

membres de ces &quations ne dépend pas de Y |, En effet, diffé-

rentions 1'identité (3.8) par rapport & ‘V et QO 3 i1 vient
L M )
w + f t)E, =0

E ‘F : (3.11)

a,ww'z +wz 1—:P (fz
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Multipliops la premiére des identités (3.11) par g_’i et la
seconde par ‘E:P et soustrayons le deuxidme r&sultat du premi-

er;. on aura

a Mo L Mo "
W2 20, % W00 E (3 12)
c'est-d-dire,
d M - [ [
d—q}[wza_zv’ Zv (wz‘, )a'} = 0~ (3-13)
Donc, l'expression wz;'l':;,,, - 2:, (Cdz; ).;.’ ne dépend
que d¢ T et & , et non pas de . S Désignons cette expre-
ssion par Do (to) :
.1 n [ P ! A
WE X, - %, (w%,), = B, (%) (3.18)
si nous posons
! thw'g'+ "'wz" v
—DT - (, , Zv, )!"\y (cozv)rzv w.,%f -Cp‘(ﬁ ,O;,E)J
(3.15)
1 ' / S il _ ;
) 1F(‘r.%.wzv,e)z;[cozq,)fza+(wzq,)w R } P(r%0.¢),
le systéme (3.10) se présente sous forme-standard
oo
—a—t - 'é 1 (t;qﬁay 8)}
avy (3.16)

=w(to)+e R (t¥a

’ ]

2).

dt
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Compte tenu des développements (3.2) et de la périodicité
de la fonction (3.6) par rapport & ¥ , on obtient les dévelop-

pements
(m)
q?(f,*tja,e) Z £ CP (zva), (317
m=0 G
m) (m)
CJp i a) n.;-oq:i (ﬁa)e (j=“"')) (3.18)
od AR 7
tm) 4 im) -in¥
_ (ﬁa)=-——JCP (t¥o)e d¥ (3.19)
J,H- zn ""

0.
3. Formation des €quations cent -

r & e s o Nous allons nous occuper d'une méthode & former les

équations "centrées" pour le systéme (3.16). Cette m&thode est
fondée sur un changement de variables qui nous fournit des &qua-
tions bien simples grice 4 ce que les petits termes des ordres
supérieurs sont négligés. De plus, ce changement méne & la sépa-
ration des variables. Ce procédé équivaut & la méthode de centra-
ge, comme nous le verrons dans la suite.
Changeons de variables dans le systéme (3.16) suivant

les formules

aA=0y+ Eul('r,q),,ﬂq),

'-V = "P‘ + E ) ; ChED

ol w, (49 0..) et A (% 'I/O.) sont dbterminées par

les expressions (0)

d:) (‘2’ in¥
w,(tde)- » —2— e +u (%)
1( ) é an(ﬁa) 10 ) (3.21)
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10)

R . (ta) coC;O ( )} v (ta)

%(tYa)e : -
1 )nzn LW (t0) n‘w*(ta)

I
Les fonctions W, (,2) et 'l{o () sont
pour le moment inconnues et leurs expressions seront déterminées
plus loin en tenant compte de ia forme de la solution (3.6) et

de certaines conditions supplémentaires imposées & la grandeur(y,.
Il est aisé de voir que les fonctions (3.21) vérifient

les relations

ro) Y ta
wita, ?.E‘.* - ¥a)- P (),

1
(3.22)

)BVt D (£40)- qo(fm)+

+ CJ‘:' (’E,Q;)[u‘(’i:‘ﬂ'&) - Uyl G.)] s

Portons les expressicns (3.20) dans les equations (3,16),

da, dv

résolvons les équations obtenues en et 1 et, compte

tenu de (3.22), au bout d'une suite de calculs il vient

3—£ - ECP (ro)+ e, (1%,0,.8),
(3233
3—? = W)+ a[w;(zf,a‘)u,,(‘r,a,)», C)O::('r,a,,)}+ eR, (64,0, ¢)

Nous ne donnons pas d'expressions explicites des foncti-
ons ﬂ-i (7,‘1‘), 0',3) et ﬁ‘a. ('E',“V, o, 8) , en nous bor-

nant & noter qu'elles ont les mémes propriétés que les fonctions

(3.17).
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Avant de passer i la formation et & l'analyse des eque=
tions centrées, fixons notre attention sur la détermination des
fonctions U () U, (% a) qui interviennent dans
les formules (3.21). Les grandeurs (% Q) et U;a (ta)
étant encore inconnues, les formules (3.21) pour le moment ne

déterminent pas uniformement les fonctions U, (’g‘,;‘}fa,) et
7);[’3',% a) . Pour gue ces fonctions soient détermin&es uni-

valentes, on a besoin de quelques conditions complémentaires

qui nous permettraient de trouver les fonctions Wy, ( ’3}&) et

V“ (ﬁa) d'une fagon unique. Ces conditions peuvent &tre
trds variées, et leur choix dépend essentiellement de la forme
de solution (3.6) et de ce que nous entendons par la grandeur CL.

A titre d'exemple, considérons le choix des conditions
complémentaires et la détermination des fonctions W ,(24)et

’U;o (’&‘, &,) dans un cas concret.

Soient pour l'&quation "non-troublée" (3.6) les valeurs

de la solution

x(t) = Z[twtat+va]

{ ¢= W ) , comprises entre sa valeur minimum X et

min
sa valeur maximum ¥, . Supposons qu'au cours de la demi-
-période d'oscillations toute valeur 2‘,(\‘:} soit atteinte
2
w(t0)

deux fois - au moment t et au moment T-'t , od T=

On a
2t =2(T-1)
ce qui exprime une symétrie des oscillations par rapport au mo-

ment de la demi-période. Dans ce cas le développement de Pourier
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de la fonction % (t) ne contiendra que les cossinus.

Si, de plus, le maximum F et le minimum Z ..

max
sont égaux en valeur absolue, c'est-3-dire

z = - Z (3.24)

min mox
les oscillations, outre la sym&trie par rapport & la demi-période
présenteront une symétrie par rapport 4 un quart de période, et
le dgveloppement de Fourier de ZH}) ne contiendra que les co-

ssinus des arguments impaires.
Supposons que (. est une amplitude totale de l'harmoni-
que principal de l'oscillation. Dans ce cas la solution de 1l'écqu-

ation "non-troubl&" aura son développement de Fourier sous forme

¥(tYa)=acos¥ + X x, (ra)e”™” , (3.25)
aet3,ty,
ol I
% [20) = —f-.-jz Ya)e " dy.

Faisons entrer dans la discussion les conditions supplé-
mentaires qui nous autorisent 4 trouver les fonctions U, (%)
et 'U;o ('t’, a,) de manidre unique. Exigeons qu'aprés le change-
men de variables (3.20) la nouvelle wvariable CL‘ soit, elle
aussi, l'amplitude totale de l'harmonique principal de l'oscill-
ation, aux petites quantités de premier ordre prds. Ctest bien

cette condition qui nous permet de d8terminer uniformement les

fonctions inconmues U-“[ T, a) et Vo (% Q) . En effet,

substituons les valeurs de (L et de Y dtaprds les formules
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(3.20) dans 1l'expression (3.25); il vient

in(¥te,
2rhe)-(aeu )os(Yretf)r X g, (nagreu,)e )
' nets,*s,..
Y,
= 0,008 *Z‘ Enf'lza,)e“ 4 e[u,caélf;-a‘v; iy (3.26)
nef 16,

’ . inH’ A
2 [zu(f.a‘)u; zw('z;a.‘)c_nz,;}e_ ’}+a x5 2

Raty s, .

Le second terme du deuxiéme membre de (3.26) ne comprend pas de
oremier harmonique. Donc, pour que (l,1 soit l'amplitude totale

du premier harmonique dont l'argument est variable angulaire 9’ ’
au petits termes de premier ordre préds, il suffit que le premicr
harmonique n'intervienne pas dans l'expression
i ‘ [ ) i
t,008% - oL it ¢ X [zm(fc,o,‘)u; zm(fr,a,)mzf‘]e :

n=t3r5..
&Cette condition &quivaut & la validité des égalités

[ {u,wa%-a,qmvj +

cos¥y (3.27)

’ l:ﬂ«'ﬁ
PN ;
-.:-Af;::s,...[’z"""'('e;a’)u"+ 2 [@:a‘)m:f:}e }s&w’ dqu =G

i
Portons dans (3.27) les quantités ((, (fp: Wi'at) et
v;(-r,q’,,a,‘) données par les formules (3.21) et faisons des
transformations élémentaires, il vient les valeurs de W, [’B’,O«i)

et .v;o (ﬁai) . Nous ne citons gqu'une expression explicite

de u’io (t a’i) :

WUyo (B0 )2 - —— f_[c,t;”(z;o.i) - Cﬁ:[mi))_

{
w[f‘a'ﬁ) LI i 1,2 1- J
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10) i) i ‘o)
_ %t[q:) () qo (fc,a,J 40, [CP (TQy) - CP(’” C‘«)J

® LQ)(?’GL) 13
b {0l i i
+z;w[—i"’ﬁcg>(ﬂa)(%_ N (@;a))+
nErd

qb (fa /{1 n)z_m('z‘ja.i)-[1*,1)2?1_"[2,,&1))_ (3.28)

LW, (”G.,PP (T2 ([i—n)%l_n[qaq)'(i*4)3.1_“('“0‘1))

nw(t, a,‘)k

Pour construire la deuxiéme approximation, faisons subip

au’ systéme (3.23) un nouveau changement de variables du type
(3.20), et introduisons de nouvelles variables O, , ({/a ,selon

les formules

3

a,-: a, t e“ua.('r’%va'z.),
Vo= + EL[5%,8,)

on U, (T %, ,,a,,) et v:, (f, W& , a,,) sont déterminées

par les expressions (3.21), dans lesquelles il faut substituer
Rz(ﬁ q’)a,)g) ! ‘R‘t(%su)a” E’)) U-M('I'Y,O,) ok Ua’.o {ﬁ&b}

mliewde P (RY0e), G (LY0a8), ©,te), u, (5.

Avec cela, pour que le changement de variables (3.29) soit unifo-

. £3:29)

Irme, nous avons recours de nouveau & un raisonnement pareil au
précédent, qui nous permet de déterminer LL,.O (@, O/) et 'U;o /4}3 a,)_

De maniédre analogue, nous pouvons étudier les cas ol
les systémes essentiellement non-linéaires sont influés par des

forces extérieures périodiques.
4, Kgquations de la premiére app=-

roxXximation.L'"ordrc de 1' correur . kxami-
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nons l'intégration du systédme d'équations (3.23) et lfordre de
lterreur que nous commettons en négligeant des termes dans les
deuxidmes membres du systéme.

Omettons dans (3.23) les petits termes de second ordre,

on aura

da‘ o)
It "R, (%),

ay,
dt

Le systéme (3.30), comme les &quations de premidre (de

(3.30)
= )+ € [0, (b, ity (10,) ¢ qb [m,‘)]

deuxiéme) spproximation mentionnbes ci-dessus, dans le cas géné-
ral ne se laisse pas intégrer exactement, aussi on est astreint
4 s'adresser aux proc&d&s numériques.

En général, nous ne pouvons étudier le systéme que sur
un segment fini, puisque T€ [0L] . Or, intégrons la premidre
tquation du systéme (3.30) sur un segment 0% t ¢ A . On eb-
tient une valeur de (1,1 avec l'erreur dtordre € . Portons ce-

tte valeur de O, dans la deuxiéme &quation qu systéme (3.30)

1
et 1l'intégrons sur le segment O< t £ T - Puisaue le deux-
idme membre de l'&quation contient le terme non-petit (J)('r, Cb,,)

il vient l'erreur finie dans la détermination de la phase LV .
S8i nous substituons dans (3.6) les quantités (i = ai(tV) et
Y= % (f) obtenues de cette manidre, l'expression qui en ré-

sulte

= (Et, q‘i (IH) 0’1 (H)}

généralement, différera de la valeur exacte X par des quanti-

té&s finies.
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Mais dans la plupart des cas importants du point de vue
pratique il suffit de ne déterminer que 1l'amplitude CL, et la
fréquence d'oscillation CU(‘E: a’z) s et souvent la phase dtosci-
llation ne nous intéresse pas. (La phase d'oscillation joue un

r8le essentiel en présence des forces périodiques exterieurtes,
dans les cas "résonnants", ce que nous examinerons en détails
plus loin ). Aussi,en traitanf de nombreux problémes pratiques,
il suffit bien de se bormer 4 l'intégration numérique du systéme

(3.30).

Néanmoins, si nous voulons calculer non seulement l'am-
plitude @, et la fréquence d'oscillation (% @) , mais
aussi les grandeurs XL eux-mémes, en tenant les quantités de
premier ordre. nous devons consid&rer le systéme

eCP (Ba,) + € R (md,
% ' r0) (3031)
ol

B - feou)s o[ (60, (50:)+ R, (),

obtenu en conservant dans la premidre équation les petits termes
de deuxidme-ordre centrés,
Pour construire les équations centrbes on a supposé

due 1'équation (3.5) du mouvement "non-troublé" admit la soluti-
op périodique (3.6) 3 deux constantes arbitraires (I et tV .
En connaissance de cette solution périodique on a mis l'&éuation
(3‘-‘;‘) sous forme standard (3.16). Ensuite, pour obtenir les équ~

ations centrées,on a admis que ( £t 1'amplitude et, de plus,
que les oscillations fussent symdtriques.

Ci-dessous nous montrons. que beaucoup de restrictions
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mentionnées peuvent &tre omises et qu'on peut construire les
équations du type (3.30) non en amplitude d'harmonique principal,
mais en maximum et en minimum de la grandeur oscillante, en par-

tant directement de la forme des fonctions f('t: x) et
F(fgx ‘gt ) qui interviennent dans 1'&quation (3.1).
Tout d'abord, prenons le cas ol la quantité @ est
un écart maximum, a=2,. , et, de plus, que les oscillati-

ons déterminges par 1l'équation "non-troublée" sont symétriques,
clest-d~-dire, X2, .. = ~ s

Montrons que les &quations de premidre approximation
(3.30) peuvent &tre mises sous la forme ol le deuxidme membre ne
dépend nullement de la solution de l'&quation non-perturbée
(3.5) et s'exprime directement en fonctions I['E; x) et

F(’f x —= d'b ) qui caractérisent 1'&quation (3.1).
En effet, la premidre &quation du systéme (3.30), d'ap-

rds la désignation (3.15), peut 8tre &crite sous forme
Y )

da 1
dt 21D, [’8:&)0
ol

-F (’t:i,wz wo)z;(wz ‘,)fzv-wzy‘zf dg(3.32)

D, (o) [wx,% % (0 %) L Jveo
Soit l'8quation du mouvement "non-troublé" (3.5)

-a—# + }(wcj 0,

ot ¥ est constant.

Désignons par V('U; x) l'énergie potentielle du sys-
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téme "non-perturbé” (3.5),

Viz2)-[ le)dz. (3.33)

Ltéquation des forces vives pourra se mettre Ious 1z forme

( ) Vex):lltx,, )= (3.34)

od 1'énergie totale [ est une constante d'intégration. De (3.34)

il résulte g
(gf) =4 [V(’r,.:cm}- Visz)]- (3.35)

Cela posé&, on trouve

g—f-wz I/Q[V('t,xm)— V/@-’C)T | (3.36)

D'aprés (3.34)

gd(jq)) Vit )=V (5,2,) (3.37)

Différentions par rapport & T Ll'expression (3.37),
il vient
60'60 P R L/’ | ! ’
O, O, B Y (B0 4] (52 (r2,,).
Selon 1'8galité
V/(’Z’% - %(’L’ z)= _w&z”
2 4 ) il yh o

on obtient finalement

V,’(mm)-lﬁzx) |

W

(3.38)

1y “ f
(w?.,.,)?%v- aJZw %’t' =

En vertu de (3.36) et (3.38) la guadrature dans le deux-
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iédme membre. de l'&quation (3.32) se met sous ka forme

33
| Flrar, o, 2, -t oy
[ {Fleny [ Vit Vo]

- (3.39)

s Al Hz) o) 2 IZV(W};)} "

Transformons maintenant l'expression de Do [’b}&) Sup-

posons que X admette sa valeur maximum pour ¥ = 0 , ce qui
ne diminue pas la généralité du raisonnement. En effet, si 2

-—

atteignait son maximum pour une valeur ‘«V =Y s on calculerait
ltexpression de D, ( T, a') en substituant la valeur ¥:=Y¢ .

Or, soit

1(1,0,0)= 2, = (3.40)

Compte tenu des relations (3.5), (339) et (3.36), on au-

ra
ARSI ARY. 1
w"}‘i’so a}"lé i ”’L.o- PN
et, par conséquent,
B((mmax)"'— (’51‘ ) (3.41)

Portons les quantités (3.41) et (3.39) dans le deuxidme
membre de 1l'équation (3.32), il résulte une &quation transformée

sous la forme
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F("?i.-/z [Virey- Vs z)_],O)-

a

da @
dt 2 Vi'[f:a)

Va[Vema)- Vi)

'F(‘E,%,']/Z[V(ﬁ.a}-.qu)l 0)—2. d% (3.42)

Evidemment, le deuxiéme membre de cette &quation (3.42)
ne comprend que les fonctions connues 1”%2‘), F{ﬁx'%—f’ 0) ),
et pour la former, il n'est pas nécessaire, comme dans le cas

ci—de;sus, de supposer connue la solution de l'&quation "non-tr—
oublée" (3.5).

A ltaide d'un raisonnement pareil, mais un peu plus com-
pliqué, on peut aussi transformer de la manidrg la deuxidme &qu—

ation du systéme (3.30), dbterminant la phase d'oscillations,
tout comme les &quations d'approximations plus &levées.

Se EXemple de 1'2#quation proche
de celle intégrable exactement . A ti-
tre d'exemple, considérons les oscillations de torsion d'un arb-
re portant aux bouts les masses qui varient avec le temps (fig.1)
Admettons que le moment d'inertie de l'arbre soit bien petit en
comparaison des moments dfinertie des masses tournantes. Dans ce
cas, en formant les &quations, la masse de l'arbre peut 8tre né-
gligee.

Désignons par 31(’#') et 3‘(1’) les moments d'ine-

rtie des masses tournantes, et par ‘P, set Y leurs angles

X

de rotation. Soient 2= ‘-P‘- ‘-Pa_ ot M(Q) un moment de tor-
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s

' |

Fig.1 Fig.2

sion d'un lien (d'un manchon élastique, par exemple) qui dSpend
de 1l'angle de rotation. Pour fixer les idées, supposons gue la

fonction M( %) soit une ligne brisBe représentée sur la fig.2,
\
c.a d.

M(.‘X!_):hd-hx,. si. x>0,

_ (3448)
M(z)=-h+k2, si 2 <9
ol h et K sont des constantes.
Cela posé, on peut &crire les &quations
z )
31(7)%1' M(L&" Lpg,)=0)
(3.49)
l(ﬂ&— (Lpl-q’z)=q

dt*
dont il suit imm8diatement une &quation décrivant les oscillati-
ons de torsion
d'x
1,7, () PN [m ¢ (’KJ} M()- 0. (3.50)
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Admettons que le systéme oscillatoire considéré soit sou-
mis 4 l'action d'une foroe de friction, proportionnelle i la vi-
tesse de torsion, avec un facteur de proportionnalité .2./1(’2’)

lentement variable avec le temps. En posant

e ACAN TN IR IP)) (3.51)
1607, ()
il vient une &quation différentielle de la forme (3.1)
d *
zﬁm (t2)= 0 (3.52)
i d “f

Avec cela on a

rlnfeafsid

Dans ce cas pour l'&quation du mouvement "non-troublé"

dz 0
di,ﬂ(f:){/ﬂkm):tg si 70 o

d#””"’( hehz)=0 i 2< 0

(’t‘ = aomA-) on peut trouver facilement une solution périedique

sinn¥

z(tY0)- o,m% S [ Tl 5] O
msﬁ. s’(’l’) J
ol

q’:w('r,a)tw*‘f’,w‘[ﬁalﬁlﬂk[iw* ih ] (3.55)

Q

Profitons des formules ci-dessus pour obtenir les &quati-

ons qui d8finissent (& .et Y , aux petites quantités de pre-
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mier ordre préds; il résulte ,{
bh e }
V() -
da, ava‘ [hrha, ” ) 20(%)
dt 1
»2{4+[’—h 2
Jzko,l ness} [ ( 4+ ) f
ka,,

(356)
il L’!['f')
’ Ht h (A 1[
d% W ¢ u,“( o) V(T) + (”)}
T ‘)mh( k )" ; n
: (1
A Jzk‘vz[ﬂ[ f—-'

Irh-ali

ol U, (T 0—,) doit 8tre déterminé de la condition que a,
50it une amplitude totale du premier harmonique & l'argument an-
gulaire % y l.e. 3 1'aide de la formule (3.28).

Les &quations en Q. et LV‘ (3.56) se laissent intég-
rer assez aisement. Par exemple, supposons, pour faciliter notre
discussion, que Jf et j,, ne dépendent pas de v s, de sor-
te que V=comt A=comt | pans ce cas on obtient une

relation entre COlLg; et t

ofi-fh)  (nfh):
o, (i hh ) nenS,. ( i __)

_at
=& (3+57)

Tk,

ol on a admis les valeurs initiales : pour t= 0 , Q@ = , *

si h=0 |, i.e., si 1'&quation (3.52) devient linbéaire
la formule (3.57) nous améne 4 une expression connue de l'ampli-

tude d'oscillations,
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-t
o= a,e

comme on pourrait le prévoir.
Et si les moments d'inertie varient avec le temps et vé-

rifient la condition
5,0 C3,(%),

la premidre équation du systéma (3 56) nous donne
e 1+C

80|30 J dh

ol ﬂ(a, ) est le premier membre de (3.57).

J

6. InNté&grale d'ac tiomn . Nous allons étu-

dier la question d'existence d'un invariant adisbatique pour un
systéme oscillatoire 4 coefficients lentement variables, décrit
par l'&quation (3.5). Il est aisé de voir que pour cette &gquati-

on l'invariant adiabatique est représenté par une fonction

L

J(ea)- x| 0E)z, (180)dY, (3.50)

0
o & (%;‘KO:) est une solution périodique, de période &
de 1l'&quation "non-troublée" (35
La fonction (3.58)est dite l'intégrale dtaction.
si T=comst s la grandeur (@ est constante, et, par

conséquent, 3(’&’,04) est aussi constante.
Montron- que si f et @ varient lentement, la quan-
tité 3( (A a) reste toujours constante. Pour cela, trouvons

la dérivée totale de j[/‘; Q/) par rapport au temps:
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dlfa)
dt

IL( 0) + 37 (z).

Calculons les valeurs des dérivées partielles J ('l; 0;) ¥

/
lr (’t‘.’,@) s les portons dans (3.59), il vient
ak '
dJ(TQfJ éf 2 ] 2 i
') o oy ] _g- / ’ .
Tf DY 0{2”.‘2.&)2.?2%)()'&?,»“ (w,zfzwzvzm)dqf. (3.60)
0 °
Transformons dans (3.60) le second terme sous le premier

signe d'intégration. Intigrons par parties, il résulte
an

fm dy=%% —[z;;z;dv.
° -]
Mais, selon (3.6), E,‘. a!::':‘ =0 , donc,

ar
f %%, 0v= —[ gAY,
et la premidre int&gralo du deuxidme membre de (3.60) peut &tre

présentée sous la.forme ,;

%(ne)- ”f(wz +aw%, % v -

Y Tav

=__J“a)z -w(E, % 5,2 )}d

Compte tenu de la d&signa%ion (3.14), on a
ak

(w)--;ﬁ D, (na)dv=-aD(sa) et
J

0
De manidre analogue nous calculons la seconde intégrale

dans l'expression (3.60). Il vient
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o

J. (hal): = (w';z-«:' ¢ 2wz;z‘;¢)d&y=

2o

J
°

ay . (3.62)
[ / N
Elwx -wE xrwEr E |dV.
JJT Y ("l 4 Y wp
0
Comparons le deuxiéme membre de (3.62) 3 la premiédre &qu-

ation du systvéme (3.10), il découle
F¥

. F(ﬁ%,wz;,‘&)%;,d‘f’. (3.63)

Jre)=aD(r0)y ———
§ aD(%0) |
Portons les valeurs (3.61) et (3.63) de .Z[’&;az) et Z[ﬁw}

dans le deuxifme membre de (3.60). Compte tenu de ce que dans le

cas actuel F(%'; z, Q)Z:, ‘g): 0 on trouve

difee)

g(‘i’,&) = cont, (3f6”')
c.q.f.d.

Sous titre d'un exemple simple, illustrant l'emploi d'un
invariant. adiabatique, discutons une &quation qui détermine les
oscillations d'un systéme & un seul degré de libertd® et 4 1'éla-

sticité lentement variable:
1
dz
— tCc(x =0 (3.65)
dt
ot =8t , € >0 est un petit pacamdtre.

oma w(T)zyce], %(t¥a)=acwsy, X, (tYa)=-0wny
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Substituons ces quantités dans le deuxiéme membre de
(3.58), il résulte

Jfea) —*_; wg, dw- LI el )o i Vol Y= ——

En vertu de ce qui précéde, j(@ @)= corst , done

Jc{et
(356}

cony
Ve(et) (3.67)

La formule (3.67) caractérise la manidre dont la loi de
variation de l'amplitude @ dépend de la loi selon laquelle
varie lentement L'&lasticité du systéme. La variation lente de

ltamplitude @  est inversement proportionnelle 3 la racine

quatridme de C(?ft) 3 .
Nous avons obtenu le méme résultat en &tudiant ltéquation
(2,10) ol nous avons posé m(t) = 1 et Fi (’3’,2)5 0

(voir (2.16) ):

ol wW(et)=yc(et).
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QUATRIENME LEGON

CEIIRAGH DANS LES SYSTEMES COMPRENANT LES
MOUVELMENTS LENTS ET RAPIDES .

. Enoncé& général du probleéme.
In résolvant de nombreux problémes liés avec l'étude des pro-
cessus oscillatoires nous sommes astreints i considérer des
systémes ol ne peuvent &tre mises sous forme standard qu'une

partie d'équations. Nous obtenons les systémes d'&quations
mentionnés, par exemple, dans le cas d'un systéme oscillatoire
dont certains élémenté effectuent les mouvements rapides, et
les autres, les mouvements lents.

Les idées du centrage des &quations sous forme stan-
dard et leur ddveloppement pour les équations aux paramdtres
lentement variables que nous avons &xposé au cours des legons
précédentes ont servi de base pour V.M.Volossov & &laborer un
schéma général de centrage. Ce schéma porte sur les systémes
d'équations différentielles comprenants les mouvements lents

et rapides qui peuvent &tre &crits sous la forme

g% N X(tx’g’a):
Aty (bmye)

od I, 3 sont des vecteurs, respectivement, A h‘ et d m

(4e1)

dimensions dans lt&space euclidien En, (k tm= ﬂ-) A n dine-

nsions; X (tx,kj,ﬁ) et y(tx,g, F,) sont des fonctions
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vectorielles &4 K et & m  dimensions,respectivement; g
ast un petit paramdtre positif, les Y sont des variables len-
2s et les X sont des variables rapides.
En développant les deuxiédmes membres du systéme (4.1)
en séries suivant les puissances du petit paramétre €  nous
les pr'esentonsdsous la forme suivante
X, (bag)reX (bay)ee',
d_g_ Y (¢ vl (b2 )+£3 (4.2)
dt_a ) ,x,g) e (taylee.. .

In méme temps que le systéme (4.2), nous examinerons le systéme

d'squations dégénerées, dites non perturbées, correspondantes

& (4.2), dx
7z ~ Ko=)

Yoy condt, (#.3)
dt d

que nous obtenons en portant & = 0 dans les équations (4.2).

)

Dans le systéme (4.2) les quantités g changent len-
tement avec la vitesse §£ g . L'influence de la variation
des X se rédult & ce que les grandeurs rapides J se super-
posent 4 la vitesse lente de la variation des variables y, et
gy » Duisque g= g(t;x,g,ﬁ) . Admettons que cette influence

des mouvements rapides sur la vitesse des mouvements lents pui-

sse 8tre centrée dans un long intervalle de temps; en d'autres

termes, supposons qu'il existe les valeurs moyennes des vitesses
€ g prises le long des courbes intégrales des mouvements

rapides. Alors, naturellement, nous sommes placés devant une

question si les solutions du systéme (4.2) sont proches des so-
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lutions du systéme centré.
Or, supposons gue le long de chague courbe intégrale
X = x(f'y) [g = wrwt) du systdme (4.3)il existe une

limite -

9;( Y= 1{% :f:- Yzt y)o)dt. (4.)

Remarquons que d'habitvude le centrage le lonzg d'une

courbe intégrale m'est autre chose que le centrage par rapport
au temps qui intervient explicetement. En nous occupant au

cours de la troisiédme legon du systéme (2.1)-(2.3) nous avons
centré la deuxidme &quation du systéme (2.3) le long de la cou-
rbe intégrale de l'équation (2.1), c'est 4 dire le long de la
courbe X = 05006(9*’"’))'

In ce qui concerne le systéme (4.2), il existe deux
approches & résoudre le probléme de centrage.

La premidre approche. Puisque dans le systéme (4.2)
les variables g varient lentement et les variables I va-
rient repidement, l'influence des X sur les g se réduit
4 ce que les actions rapides des X se superposent aux vite-
sses lentes € U des variables y y Parce due y:‘ y(t.sc, lj,?,)

comme il a'&t& indiqué plus haut. Centrons l'influence des mou-
vements rapides dans un long intervalle de temps, on arrive 3

1'examination de l'&guation centrée

L .
1 egi, (4.5)

au lieu de la seconde équabion du systéme (4.1).

51 les deuxiédmes membres de l'&guation (4.5) ne dépen-



- 235 -

Y. A. Mitropolsky

dent que des é{ et, donc, ne dépendenti&ﬁ du choix d'une tra-
jectoire XL = -T-('L'.g) du systéme non perturbé (4.3), le cen-
trege mentionné simplifie essentiellement le probléme, car .e

systéme (4.2) se dissocie en deux systémes indépendants 4 k
et &4 M dimensions respectivement.

La question de l'approximation asymptotique pour les
solutions du systdme (4.2) se réduit au probléme de 1'approxi-

mation 4 1l'aide des solutions du systéme centré (4.5). Dans ce
cas les solutions du systéme centré (4:5) représent les premiec-
res approximation pour les solutions du systéme de départ (4.2).
Mais une restriction essentielle est inhérente 3 la premidre
approche: les deuxildmes membres de l'équation (4.5) doivent ne
pas dépendre du choix d'une trajectoire du systéme non troublé
(4.3). Remarquons quand méme qu'on peut &laborer les mé&thodes
qui utilisent le changement spécial de variables, & l'aide du-
quel le cas g&néral (ol la moyenne (4.4) dépend d'une trajectoi-
re du systéme (4.3) non perturbé ) se réduit & celui &xposé
plus haut,

Cette premidre approche est fondée sur l'application
des idées habituelles de la méthode de centrage et elle est
plus simple que la deuxiédme,

La deuxiéme approche; qui est plus générale, consiste

dans la construction des approximations d'ordres supérieurs
pour les g et pour les mouvements rapides X . Elle se fon-
de entidrement sur les idées de centrage de N.N.Bogolioubov et

elle réside en formation d'un systéme centré
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a%.jxﬂa,:a,gwd,{g)w‘ﬂ;{}?)*

Goggeenge o

pour ‘ le systéme complet d'équations. Les solutions de (4.6)

doivent approximer les solutions de (4.2) dans un intervalle de
temps d'ordre i‘ aussi exactement que l'on veut, et les fonec-
tions ﬂ {y) fz {g}, JBa(y),,,,,inconnues pour le moment,
doivent &tre trouvées a l'aide du centrage le long d'une traje-
ctoire du systéme non perturbé (4.3). Comme ci-d&ssus, y:! ( 3)
est défini par expression (4.4).

Le systéme @3quations (4,6), si nous nous restreignons
4 un nombre fini de termes dans ses deuxidmes membres, s'intégre
plus aisement que le systdme de départ (4.2), puisque les vari-
ables lentes gj et les variables rapides XL y sont séparées.

2. Pransformation séparant 1les
variables .Maintenant nous allons exposer les résultats

principaux liés avec la construction de la transformation qui
réduit le systéme de départ (4.2) au systédme centré ol les va-
riables sont déjd séparées.

Soit un domaine qui sera déterminé dans la suite en

rapport avec une démonstration du théordme d'évaluation. Puisque
le cenfrage le long des courbes intégrales X =2 (%, g) du
systéme non perturbé (4.3) est le point principal du raisonne-

ment, dans ce qui suit nous supposerons connue la solution géné-

rale

.SC:‘-P('{:' g:xn to) (4.7)
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du systéme non perturbé (4.3), ol J, est un vecteur constant
a I‘i, dimensions et ol L’(fa,y:xmto)' z, . Supposons
que la fonction vectorielle (4.7) ait un nombre suffisant de

dérivées et que par tout point du domaine-considéré de variab-
les 2, g,f: passe une et une seule courbe intégrale (4.7).
Puisque dans le domaine considéré la fonction lP( 1, g,:c, o)

représente la solution générale du systéme (4.2), le rang de la

24 2 |
(b-’n,, dto

de variables I .+ En outre supposons que pour les fonctions

matrice est évidemment &gale au nombre
(4.7) et pour celles formant les deuxidmes membres d'&quations
(4.2) soient réalis8es toutes les conditions nécessaires pour
les transformations qui suivent.

A ces conditions cherchons un changement de variables
du type _ A '
=T+ eu,(t,x,yy e U, (LE,g)*

- - 2 - -
y=grey (tE9)+E€ U (BEY)
ol U, ( t, j, g ) et W, ( f,.i‘,g—.) sont des fonctions

(4.8)

vectorielles A k dimengions, 'U;(f,j,g) et V‘:(t)j_,y-)
sont des fonctions vectorielles & /" dimensions qui doivent

8tre déterminées de manidre que le changement (4.8) réduise le
systdme (4.2) au systéme d',éciuations centrles (4.6). Il est
&vident que pour € = O 1les systémes (4.2) et (4.6) dégénér-
ent en systéme non perturbé (4.3). En méme temps le changement
(4.8) entratne les égalités 2= ) i g’ 3 4 c'est & dire,
entrafne la coincidence des solutiop.s du systéme (4.2) et du
systéme (4.6), détermindes par les mémes conditions initiales.
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Pour résoudre ce probléme, 1l faut trouver les foncti-

ons vectorielles

U (b ET), s (637, G 05G), G 0ED)
ﬁd[g} 2 ﬂz{g‘)J'—) 63(5),

Passons 2 leur détermination. Pour cela différentions

(4.9)

les dévellopements (4.5) et portons les expressions trouvées
dans le systéme {4.2), en exp;'imant toutes les grandeurs en nou-
velles variables Z et 5 y Selon les formules (4.8).

Dans les expressions obtenues &galons les termes en

puissances de € . Il résulte un systéme & un nombre infini de

aXO w + (a);"?{'ﬂz[y-); (4.10)

relations

2 {3 9 1 )= m (]
a: ,a” XBGRX (RG]

U, o . 2"
ot ?X(“W(”?) {m” gv*“ac?); )

X e W, W, W
Xaag 3)5::3); M) ug(m? Afg) <0

hv’ 'angX(i_ g)r_yi(t)é;g)_‘gi{g)) (4.12)

Bv, B“X(t z§)= y;(t,i,g)-ﬁ;(})*

ﬂ ay, A 91& g)
e BFe g ﬂ[{yj

aui determne les fOnCthDS 1ncormues (4 9)

(4.13)

&n effet, supposons qu'un certain nombre de fonctions

%(f-i»g)) V;(f,f:gh A, [QJ;B;[Q) (i=12,.,3-1)

soient déjd trouvées. Dans ce cas l'équation déterminant la fon-
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ction suivante, par exemple M’[ t}:ﬁ, 5) , Se mettra sous la

forme

g{- ' %% X°-(t’j’9) B S(tf»g}') (4.14)

ol, pour simplifier, l'indice % est omis et ol le deuxidme
membre comprend la fonction d&jd connue S{t, .‘5,5) (toutes
les fonctions (4.9), ¥y compris les (5-1) ~iémes, étant d&ja
déterminées).

Lttquation vectorielle (4.14) peut &tre &crite sous

forme du systéme
o “ or?

D A

812, 2 yh b), rot (o

[
ol les U‘” sont les composa.ntes du vecteur V= (¥Vy ““ ?/ﬂm)

() ) m
les Xoj sont les composantes du vecteur X (X X )
0 u) ¢
les SJ) sont les composantes du vecteur S =(S S k))
qui devient une fonction connue de t,-‘i,g apréds la déter-

mination de toutes les fonctions (4.9), y compris les [6- i)
~-iémes.

Le systéme caractéristique des é&quations différentielles
ordinaires correspondant au systédme (4.15) est de la forme

ux, dr, Oy d‘sz dv” i dVM}_ dt e .

7T ST Ry ey 7Y my-
X' X" X 8" s 5™ ¢

et les variables lé, interviennent dans ce systéme comme para-

(4.16)

métres.

On connait k intégrales du systéme (4.16), puisque,
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d'aprés la supposition, on connalt la solution générale

X = (f(f;g,.fb,,f,) du systéme d'équations non peri;lljrbéesém

(d)
(4.3) qui d&pend de h constantes arbitraires .Z,):rh__,)_:co

Ces intégrales appartiennent aux é&quations

dsc‘_ dfs_ _dxk -ﬁ’ y...mn,yt

) @~ th) =
XXX

qui sont &quivalentes au systéme (4.3).

Les autres M intégrales du systéme (4.6) peuvent

&tre trouvkes 3 l'aide de simples quadratures.

o ¢ ) .
v'q)= ?f{ﬂ/trl: "'IS ((P(tay)xhtﬂ)}y‘t)dt (J =j,2,3,._,m) (4.17)

t,
ol les intégrales sont calculées le long des trajectoires -~onnu-
es r= q’(f)y'mo,to) du systéme (4.3).

Or, nous avons trouvé k rm=r int8grales du sys-
téme (4.16) et nous pouvons donc former une solt - génbrale
du systéme (4.15); apréds cela nous pouvons choisir une fonction

concrdte u-= U,(t', i,g) y en indiquant les valeurs initiales.
Maintenant considérons de prds la d&termination des
fonctions u, (f,i,g)
Dans le cas général, pour tirer ces fonctions du sys—
téme (4.10),... , omettons les indices infé&rieurs et développons

1'&quation vectorlelle en coordonndes, il vient un systéme

au‘ﬂ 4 wé

N e A

o) 0 g (4.18)
,‘z.i 'axs R (t -rg, };J H_.il Tt gm )’
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4 P2V
od " sont les composantes du vecteur U < (OL bb uj
7 £

R (t- .- xk) gm) sont les fonctions connues

(aprds la détermination de toutes les fonctions (%.9) jusq'aux
(8~ .‘!) -iédmes inclusivement).

Pour rbsoudre le systéme (4.18) il faut trouver &K

intégrales du systéme caractéristique correspondant

de, de, _dx, _ du”

77 T k] T T K ra)'a)_(:" =
Xo Xo X:’” R +$Z"1LL ﬂ-s
du dt

= ﬂl'ﬂzu‘”%x. :—7) g=myt

eyl
Comme dans le cas précédent la solution générale du

systéme (4.3) nous présente I’E intégrales X2 = ‘f(f)y,zg,fo)

(4.19)

et les autres k int&grales s'obtiennent aprés avoir trouvé
la solution générale du systdme d'équations lin&aires non homo-

sénes
)

8) 4
R (b2, Y )

= u +
ot 521 D, (4.20)

g=ocw/t (j=12,..k).

Dans ce sxstéme (4.20) tous les coefficients et tous

les deuxidmes membres sont les fonctions econnues du temps ‘t‘ ’
parce qu'ils sont exprimés 4 l'aide des solutions Q= ‘P[‘tg Lo ¥
y const, des &quations non perturbées (4.3).

Pour trouver la solution générale du systéme d'égua-
tions non homogénes (4.20) il faut connaltre un systdme fonda-
mental de solutions des équat:.ons homogénes

’J} K 'ax
Tj— M,

Soit un mineur d.'ord.re k de la matrice

[j=44 k) (a21)
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Fw ¢
22, at,,’ ’

dont le rang est supposé égal a k y on peut le prendre pour
la matrice des solutions fondamentales du systéme (4.21).

A lt'aide de la variation des constantes arbit}aires
on brouvera maintenant la solution générale du systldme d'&qua-

tions non homogdnes (4#.20) et de la sorte nous recevrons 2/5:
intégrales du systéme (4.19). Etant donndes. les conditions ini-

Siales, nous trouverons sans peine toutes les fonections cherch-
4) (3 (k)
ses W=(U, U, U )

Compte tenu des systémes (4.20) et (4.21), on a une

expression de L&_s
t

S
U=l fpes, * Lj {L R, (t,x,,...,:rk,gﬂ_,,,ym)} dt (4.22)

L)

o = (,P(t,g,x,,,f;, 1 y- comt L est la matrice des so-
lutions fondamentales du systéme (4.21). Comme ci-dessus, l'in-
tégrale dans l'expression (4,22) est prise le long des trajec-
toires connues x="(£,ﬂ,mo,to) du systédme non perturbé (4.3).

Déterminons les fonctions .ﬂ il y) et 85 [g) . Pour ce-
la il est nécessaire d'imposer certaines conditions supplémen-
taires. Il est tout naturel d'éxiger que les fonctions
%(t i)g) et ?&(f:z) ) sc:ient bornées. Autrement dit, choi-
sissons les fonctions Jia(y) et 55 [g} de maniédre que

les u;(f.i,g) et Y (tij) soient limitées dans
lt'intervalle considérﬁ, donc, de maniére que les expressions

(4.8) représ'entent les approximations convenables pour les solu-
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tions X et g du systéme de départ (4.2).

Zn analysant les équations (4.12),(4:13),.+s on peut
réveler que la structure des deuxidmes membres d'équations (4.15)
doit &tre suivante: |

S(f.ty) (tmyux: Mty Yoo Yy, Uy 4—;»‘;1 aﬂa-;:Bx,---,Ba—;)”Bé;

ol les Q6 sont des fonctions connues de 1, .53‘3 et des fon-
ctions (4.9) d&j3 trouvées jusqu'laux (6—1) ~iédmes inclusivem-
ent.

Selon les expressions (4.17), les fonctions ?}_’5 s'ex—

priment le long des caractéristiques sous la forme

t
AT [ [0, B, Vawurtgamastt (4.23)

tl
Aussi pour que les fonctions 'U; soient bornées, est—il naturel

de poser

B, (g) =Q (g), (4e24)
ol _ t,+T

Qé(g)‘,#:’:% Qéd'l?; (4.25)

bien sir, la valeur moyenne (4.25) doit exister et ne pas dépen-
dre d'un choix de la trajectoire X = Ho(f,‘lf, :c.,,’c.,) du sys-
téme centré (4.3). Dans l'expression (4.24) 4=2,34, ... quant
a4 b4=4 , nous avons d&jd posé dans le développement méme
e  B.(¥)=Y,(Y)

De manidre analogue, en analysant les 2quations (4.10),
(44%1), on apergoit que les deuxidmes membres des &quations

(4.18) ont la structure
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ﬂ% (t) g) (txgu-i ) ._q,_,_) 1) s 5.1;‘34; ;ﬂ .pB B )‘ﬂ“(4026)

1" Vs 4

ol les f: sont des fonctions connues_de f) f,g et des fo-
nctions (4.9) d&ja trouvées jusqu'aux (3-1) -idmes inclusivement.
D'aprds la formule (4.22), les W se présentent sous

la forme

t
Uy = Uy L.t," L[ {L"[Pfﬂsl} |x=v(t,};,x.,t.)dt (4.27)
£

Aussi pour que les u6 soient bornées, est-il naturel
de prendre 4
ﬂ,[g)ﬂ{(g} "E’[g), (4.28)
ol on a posé

t,+T

BLTs Colrbnt] Dlosuyantt )

X=Y(t, g 2o, te)

et ol, comme dans le cas précédent nous supposons que la valeur
moyenne (4.,29) ne dépende pas de la trajectoire 55"‘#("5:#,3%,*«,)

du systéme centré (4.3).

Le procéd® indiqué de la détermination des fonctions
(4.9) donne la possibilité de trouver .ces fonctions bien unifor-
mes, et aprds cela on pourra former le changement de variables
(4+8) qui transforme le systéme de départ (4.2) au systdme centré
(4.6) avec une précision donnfe d'avance.

Compte tenu des remarques, que nous avons faites plus
haut sur la précision de la détermipation des variables lentes
et rapides, & partir d'un systéme du type (4.6), dans le cas gé-
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néral on obtient les &quations de /1 -idme approximation

j—f=X., (f,.ﬁj):re ﬂi{gﬁ g"‘ﬂj(j},. S EHJL., (g‘))
y (4.30)

H-eGgeefg e a0

Comme on a d&jd mentionné&, le systéme d'&quations cen-
trées (4.30) est beaucoup plus simple que le systéme de départ
(4#,2), Bien quton ne réussisse pas ici 4 &liminer totalement
les mouvements rapides ou 4 séparer compl@tement les variables,
tout de mlme, le deuxiéme groupe d'équations, décrivant les mou-

vements lents g , ne dépend pas des mouvements rapides Z
et peut &tre intégré séparément. Tirons des équations (4.30)
les quantités ;— = # (f) les portons dans les é&quations
n n 2
déterminant les variables rapides X et intégrons, il résulte
X =$u_1(f) . Ensuite, 4 1'aide du changement de variables
(4.8), défini plus haut, on obtient les approximations pour les

solutions du systdme de départ (4.2)
= - - 2 - -
Z=2+ 3“1(7&)’”4-415@)* Eu, [i,xn_“{?n).r i

n-1
+E& un.a,'(t,x,‘-g ‘gn )) (%.31)
- — - 2 - -
y=g+ £V, (t,:cn_‘,gn) A (t‘xn-v“f@)*'“ "
n-4
\
e vf;-l (t’x"'"i’gn/‘
ol, comme plus haut, dans chaque approximation l'ordre d4'erreur
des mouvenents lents g excéde de l'unité celui des mouvements
rapides.

Le procédé de centrage, exposé au cours de cette legon
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pour les systlmes du type (4.1), a &té justifié rigoureusement
dans mombre de travaux mathématiques. On a démontré certains
théordmes &valuant l'écart entre les solutions des systémes ex-
acts et centrés. Nous laisserons de c8té les énoncés et les dé-
monstrations de ces théoremes, puisqu'on peut les trouver dans
la littérature spéciale.

3. Systdmes proches des systédmn-=
es hamil¢to ﬁki ens aux variables 1len-
t e s .Arrdtons-nous sur certains résultats &tendant les idé&es

exposées sur l'&tude des systémes "canoniques" aux paramétres
lentement variables.

Ces résultats méritent l'attention, comme on le verré
dans la suite, grace 4 leurs applications immédiates pratiques

dans de nombreux probldmes intéressants liés non seulement avec
les phfnoménes oscillatoires, mais dussi avec les problémes con-
cernant la transition des oscillations aux rotations. -
Soit un systéme non perturbé décrit par les &quations

canoniques

dg H(p.g,y

= J
dt  op

dp__H(rg:Y) i
at g j smoe,
(BB ) 42(3,904%) (31, Hipggiee o

hamiltonien scalaire qui dé&pend des paramdtres g==i% J% - % }
1°da ‘dm

(4.32)

et qui ne contient pas { .

Mettons un systéme perturb& du type (4.2), correspondant
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2t systdme (4.32), sous la forme

dy oH
T ef (p3.%,

dp M)
e m” Ef(P:‘;g (433)

ag -e9(pg.y.¢)
(f)

ol lf ( P,(;,g) EJ, ’e((’p,(.;, V,E,) ) Yp 9:5/-9) sont les

fonctions & { et 4 M dimensions respectivement.
' Le systéume (4.32) admet une premidre intégrale, celle

L 3
d'énergie

E = H(p.g.y)=comt. (4.34)

Supposons que l'intégrale (4.34) soit comprise dans un
systdme 4'intégrales du systéme (4.32), indépendants entre eux,
et introduisons dans une solution générale du systdme non trou-
plé (4.32) lténergie E comme une des constantes arbitraires.
Alors, aprés quelques calculs, on obtient une équa.tion

dE__[oH OH ¥ OH
BEp My 2y,
dt {oy 7 dp 2%

ol le centrage est effectué le long des trajectoires du systéme

d_pBH dg M
dt 99’ dt p’

aussi une forme définitive de 1l'&quation pour l'énergie est-elle

(4.32)s Mais le long de ces trajectoire?.

S 1,4T
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P 9
oH Y+t prt g
o

od les intégrales sont prises le long des trajectoires du syst-
gne (4.32) qui correspondent aux niveaux d'énergie E Z‘E,

3i les solutions du systéme (4.32) ne sont que purem-
ent périodiques de période 'To s on obtient en premiédre app-

roximation
s T

g T °
> ) )
(Mgt [ a2 |4 et

- 4,36
d ( )

" Les formulcs (4.35) donnent la possibilité de calculer

la variation de l'énergie dfle aux perturbations. Le terme
E
gydt
est un accroisSement moyen de l'énergie du systéme au cours

dtune période, caust par le chanvement des paramdtres qui vari-

ent lentement avec la vitesse g g y . Le terme

(4% ')

[
décrit en premlére approx1matlon le travail des forces pertur-
batrices Ef et E‘F au cours de la période To , di-
¢

visé par T, -

Ainsi, la formule (4.36) caractlrise la vitesse de la

variation de l'8nergie. Cette vitesse est é&gale & la puissance
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moyenne des forces perturbatrices et des forces changeant les
paramétres du systéme, prise au cours d'une période.
Supposons qQue les solutions du systéme (4.32) P q(

permettent leur division en deux groupes & [ P Py)

wzfqi""‘?'-s) - Pu;(f)ﬁu""‘f)t)’ C} (q‘s*‘“ ’g¢)

(1
dans le groupe P ) q, ! toutes les coordonées P“j sont oscill-

] . . .
antes et les qf sont arbitraires (y compris tournantes), dans
1) ) .
le groupe Pm n 9,[ toutes les coordonkes 7, sont oscillan-
(2) ; i i
tes et les P sont arbitraires. 3ous ces suppositions calculons

ltintégrale d'action dont 1'&tude pour les systdmes canoniques
présente de 1'intérdt.

On a m 27
(1), (1) r.u u.) (4) 002 ()
J=| [PY -P PY,- Pﬁ,) | (4.37)
° 0
1'intégrale &tant prise le long d'une trajectoire quelconque du
systéme non perturbé (4.32).
Dans l'expression (4.37) J dépend des paramédtres
g"'“‘ yn et des constantes Cf_ e cm-4 , aussi peut-elle
&tre considérée comme une des intégrales du systdme non perturbé

(#.32) et présentée sous la forme

J= 'J(Cp---,c,,.__,,gi,...,gn )= 7(p,q,;). (4.38)

Dans la solution générale du systéme (4.32) introduisons

j comme une des constantes arbitraires. Alors, dans la preri-

&re approvwimation on obtient 1l'équation d'action suivante

T (P (4)

_,EJ [ﬁ dp+ ﬁdq}w( 3(9-@;}0&, (4.39)
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G|y, E-e(g

et l'integration est faite le long d'une trajectoire du systéme
(4.32).

3i les solutions du systéme (4.32) sont purement péxjio-
digues, l'intégrale (4.37) est de la forme

J=¢pds,

et l'équation (4.39) prend la forme

(p) (4)

a—t-e{ﬂfdp ?dq}wjjg_;(y-y:)df s

{o les intésrales sont prises le long d'un tour de la trajecto-

~

ire Termée).

4, Pendule de longueur variab-
1 e . Considérons l'exemple illustrant des propriétés de 1l'inté-
grale J . Cet exemple est une espédce du probléme connu du pen-
dule d'minstein.

Un pendule simple de longueur qui varie lentement et
continuellement est appelé de coutume le pendule d'Einstein. Les

éouations d'oscillations de ce pendule sont de la forme

[ﬁfm AR P I 1)
ol 9 est wn écar’c angulaire compté d partir de la verticale,
3 est une accélération de gravitation, g{’l") est la lon~
o W st
gueur lentement variable du fil, T = El.

L'équation (4.41) peut &tre mise sous forme d'un systé-
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me du type (4.33),

dP ’ (4.42)
PTG At
ol ”
Herbo o m
314095%, (4a43)

= 2
zmg
m cst une masse-du pendule, 5% = 0, g:g{ef}

Dans ce cas l'intégrale d'action est un invariant adia-
batique, c'est-3d-dire, 35 w”’yt

Etudions maintenant le pendule, pareil au pendule décrit
par ltéquation (4.41), mais quelque peu modifié.

Admettons que la longueur du pendule soit variée non
par les forces extérieures, mais griice i l'énergie propre du sy-
stéme, c.d.d., supposons que la vitesse du changement de la lon-
gueur du fil g dépende de q,, 9 .ld « Pratiquement c'est possi-
ble, par exemple, quand le fil du pendule se déforme sous l'ac-
tion du poids de ce dernier et sous l'action de ia force centri-
fuge. Supposons de ndme que la vitesse de la déformation "plas-
tigue'" du fil soit petite et qu'elle soit proportionnelle & sa

tension, c.d.ds, g= eftp ol P est une force de tension
et F/ﬁ' est un petit coefficient de la déformation. Les oscill-
ations qui s'établirsent dans ce systéme sont décrites par les

équations

i[%‘%%%m%o, (4.44)



- 252 -

Y. A. Mitropolsky

dh
df— ed(m(?cesg " mgt; I
ou par les &cuations

.—.-mgg-wz(;

ng__
+lo

de . P
dt mg

(4.45)

d .a' 'a-)
=eA{MQgLeg + m .
= ed(mgoeng + my
Considérant ci/ et C}, comme les petites grandeurs et

nézligeant les termes comprenant les carrés de ces quantités au

lieu des &quations (4.44) &tudions le systéme
2
_c!_[ _d&J+

(4.46)

ou le systéme

il 717 (4447)

Désignons par @ l'amplitude des oscillations et expri=-
mons l'intégrale d'action :f Dpar l'amplitudé. Le systéme non

perturbé correspondant aux &quations (4.47) est de la forme
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Toe-mppg g O

La solution de ce systéme est

g - oo (wt + ¢,

q, = -awn(wt +e), ]/3
D'apréds la formule (4 37) on trouve 1'expr65510n de J
= ép(;d{;smgf aa)&m(a)'hc_}dﬁ mg J'a,y
Aprés quelques calculs on obtient les deuxiédmes membres des &qu—

ations (4.40) sous la forme . g
g a iy 3
-ZeAdimga
16 e
De maniére znalogue on trouve

H J‘l(mg +myq) ﬁm3(1+%‘).

Ainsi, aprds la r*duction des constantes les &quations

de la premidre approximation se mettent sous la forme
1 1
d P T 9 _‘f 3
—[a }=—a—-ﬂ a
di d 167 44
= i 1 (4.49)

dy a
;ﬁ":elmg(ifff-)’

g sont les premidres approximations centrées pour

QI
[e:]

ol
1nlitude angulaire et pour la longueur du pendule. Zn résol-

q
L a

vant le systéme (4.49) on obtient
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3

a,"['r)(:/*“ géz{ﬂ) g (%)= const, ¥ -¢t. (4.50)

Plw

En premiélre approximation la formule (4.50) exprime la
dépérdence entre ]'amplitude des oscillations et la longueur du
perdule. Or, pour le pendule d'Einstein l'existence de l'invari-

#nt adiabatique \7 s M entratne
1 3
g=afmg‘jzg‘m=m, T=gt, (#.51)

En comparant les formules (4.51) et (4.50) entre elles,
on révéle une distinction essentielle des lois des oscillations
du pendule. La cause de cela est suivante: en premiére approxi-
mation 1l'invariant adiabatique est conservé pour la premiédre
&quation et il n'est pas conservé pour la seconde. Au point de
vue de la Micanique cet effet résulte de ce que pour le pendule
d'Einstein la longueur du fil varie grice au travail des forces
extérieures et pour le pendule au fil plastique elle varie 4 ca-

use de l'&nergie du systdme mlme.

En terminant cette legon, remarquons que ponr les syst-
dmes du type (4.1) et (4,33) on peut &tudier de divers régimes
dc résonance, Pour ces régimes, en généralisant la méthode de

centrage, on obtient les solutions approchées, on peut les ana-
lyser et leur donner la justification mathématigue. Mais nous

ne nous attarderons pas 4 ces questions.
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CINQUIZME LEGON
CENTRAGE DES SYSTIMES CONTENANT LA ROTATION.

11 Enoncé du probléme . A l'aide de la
méthode de centrage on a bien &tudié les processus oscillatoires
non linéaires dans leg systémes 4 un seul et 3 plusieurs degrés
de liberté. Dans tous ces cas les systédmes non troublés détermi-
nent d'habitude les processus oscillatoires. Particuliédrement,
en considérant lors de la troisidme legon le systéme 4 l'unique
degfé de liberté (3.1), proche de celui intégré exactement, nous
avons supposé aussi que le systéme non troubldé (3.5) ellt la so=-
lution périodique dépendant de deux constantes arbitraires.

Pour de pareils systémes nous recherchons des dessins d'amplitu-
des, des périodes et d'autres paramétres des oscillations. En
néme temps, de nombreux problémes liés avec les systémes menti-

omnnés nous aménent i 1'étude d'un régime de rotation. Clest A

ce sujet que nous allons consacrer la legon ci-présente.

Soit un systéme (que nous appelerons ci-dessous le pe-

ndule) dont le mouvement est décrit par l'équation 3

dt + Hx) = (5.1)

ol Hﬂ: est une fonction périodique de période 4% . suppo-

sons que sa valeur moyenne ; () soit.

Llx)=(f(z)dz = 0 (5-2)

311

0\.—-—-—‘
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La figure 3 représente le rian
de phase de 1'équation (5.1). Les -bra~
nches closes de séparatrice bornent
les domaines de X, x qui correspo-

ndent aux mouvements périodigues. Ces
mouvements sont d&finis par de petites
valeurs de l'énergie initiale. Les
trajectoires de phase non-closes déc-—
rivent les mouvements rotatoires du
systéme et ils sont d&finis par de

Fig.3
grandes valeurs de l'énergie initiale.

Ixaminons les mouvements obéissant aux &quations trou-

blées

d:
")

€ > 0 &tant un petit paramdtre, qui correspondent 4 1'équ-

22 () eF(’cm (5.3)

ation non-troublée (5.1), de mlme que les mouvements décrits

par les équations aux paramdtres lentement variables

dt[ m{y) de+f(y:w)=eF(g,t;c,gf),
e':![gx

(5.4)
Fl dt )

’ﬁ{x% est une fonction périodique en L avec la
période &% y =(g1""’gn.)'
, s 4 =

[#lyz)dz=o, (5.5)

dx ) 9(? x, j‘f ) sont périodiques en X .

Flyt =
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Si le régime est oscillatoire, les équations (5.3) et
(5.4) peuvent. &tre &tudiées avec succéds 4 l'aide de la méthode
exposee lors de la troisiéme legon. Toutefois il faut indiquer

que si l'amplitude s'accroit, autrement dit, si nous approchons
d'une zone contigue 4 la séparatrice, la précision des résultats,
obtenus 4 1l'aide des méthodes habituelles, diminue.

2,Cas de rotation rapide . Examinons tout
dtabord le cas de grandes énergies initiales du systéme (5.1)
quand le mouvement est représenté& dans le plan de phase par les
trajectoires non-closes. Pour &tudier le cas de rotation rapide,
N.N. Moisseiev a proposé une méthode qui utilise la représenta-
tion des solutions d'&gquation non troublée (5.1) sous forme d'
une série suivant des puissances entidres négatives de la racine
carrée de l'énergie. Considérons cette méthode de plus prés. Exa-
minons quelqu'une des courbes décrivant le mouvement de rotation.

Elle traverse l'axe 0x  dans un point X = & , et le traje-
ctoire de phase correspondant 3 ce niveau d'énergie se représen-
te par une courbe ondulée sitube au voisinage de la droite 2=0

Aussi est-il naturel de faire dans l'équation (5.1) un changement

dm = @ 3 (546)

En posant ‘l:‘iit1 y OU € =
dz_,. rey,

dJc
i, --e-f(:c

Le systéme d'équations (5.7) appartient au type des

s on obtient

Ol

(5.7)
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systémes examines dans le quatriéme legon, donc, moyennant la
méthode y exposece, on peut trouver sa solution.
D'aprés le schéma général, cette solution du systéme en-

gendrant (5.7) (systéme "non-troublé") est recherchée sousla forne

T=2+EU (5"5 +s"u,,(5,ﬁ)+

= §renlfa) e (fA) o
ol les fonc%.ons .Z‘ sont tirées des é&quations
- 1+9,B [g}+e B&(y)‘r
(5.9)

9 ed,g)- &4, [5)-
ixigeons que les fonctions W, (g,fé) et ?f; (E,.i soient

bornées et qu'elles vérifient les conditions

w; {_g,o) =V [g,a)= 0. (5.10)
Portons les séries (5.8) dans 1l'équation (5.7), tenons
compte des' équations (5.9), et égalisons les coefficients des pu-
issances de £ . Alors nous obtenons
av; ’au‘ - =
?[E ﬂa ﬁ 'y Bi(g):
. o, 9 ’r)zr
=-—— U -——;—’- 4
2% 0z 2y B[y ﬂ[:f
‘au, 'Bu‘

Sl S 1248, 1), ),

(5.11)

Examinons la premiére équation du systéme (5.11). Pour
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que les fonctions v (g”i) soient bornées, il faut et il suff-

A (3)=-H(3) (s12)

Nais 7[[-'3) =0 , en vertl.} de la condition (5.2), donc

it que

A (g)-0. (5.13)

@nsuite on trouve i

v,(3,%)- - J flz)dz+ C ()

o 4 ;
od C{j) est une fonction arbitraire de g et C((}(}-:—. o ,
selon la condition (5.10).

Introduisons les notations
T X

[flayde (), f Wialde - D) (s

? ]

(%)=~ T(z) (5.15)

alors

A partir de la deuxilme et de la troisiédme équations du systéme

(5.11) on tire
(g7, w(33)-0 (5.16)
Aul§)= 0, U(g2)-§t(3) (5:17)
&.(3)=-‘l_f/93), M;,(Q,i)r"l"(ﬁ)“?’(ﬁ)i. (5.18)

2
En conservant les petites quantités de ltordre & , les
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développements (5.8) et les équations (5.9) peuvent &tre présen-
tés sour lu forme

x=%-g" [qb(j)- ‘}-3(55),:5],
y - g-eyj{ih&ag H(z), (.5.19)

dz
Jt,

I+ef- e' W %), -
a¥ . ¢
dt,

Conmpte tenu des valeurs initiales

t=0} #: OJ .2:0)

(5.21)_

on trouve de la deuxidme équation du systéme (5.20)

j-o

Les expressions (5.19) et la premiére équation du sys-
téme (5.20) pcuvent &tre exprimées sous la forme

2= 5+ &(2 W(5)-P(3)
j e W(z),
. L}-j[m (5.23)

(5.22)

Integrona l‘cquat:l.on (5.23), substituons la valeur obte-

nue .f) = x[{:)

dans les uxpressions (5.22) et reviendrons
4 la variable T, = e't

, ol E:i
m=(€?—§%1;7)£

5 H/(gp > qj)f-qo((@-g;a)f)} )
- 525 ) ]
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Introduisons au lieu de QD une nouvelle constante A

définie par la formule

1 a1
= —_——_— . (5.25)
A=G QtP

Alors la représentation asymptotique de l'intégrale gé-
nérale de l'équation (5.1) dans le cas de grandes énergies se

met sous la forme
m:ﬁ({+to)+§1{?ﬁ(ﬁt,]-@(ﬁ(ﬁh))}w‘O(fs_)' (5.26)

Cette solution comprend deux constantes arbitraires, jl et f;
Sous titre d'illustration examinons le mouvement rota-

voire du pendule simple, décrite par l'équation

3
j—ﬁ-menapo (5.27)
On a
-F{m)=%én2:,
donc,

Y(r)-1-csm, W-1 CPla)-2-tinz

D'aprés la formule (5.26), on trouve
i . 1
mgﬂf"-:h—‘-imﬁt + O(F). (5.28)

Ce procédé de rechercher la solution du systéme engendra-
nt (5.1) dans le cas de grandes &nérgies peut &tre &tendue avec
suceds aux &quations plus générales, Prenons, par.exemple, 1'équ-

abtion
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— +{(®E)=0 (5.29)

ol £& est un vecteur dont la variation est décrite par le sy-

stédme d'&quations différentielles

d
d—f -R(z,) .

Supposons que pour tous les £  la fonction ﬁ]ﬁv,;) soit
périodique en X , de période 2J4 , et portons (5.6) dans
(5.29), alors (5.29) est transformé en systéme
dee
dt,
dt.
d
dt,

Bt maintenant pour ce systéme on peut construire une so-

1+e%

1

- ef(z.z) (5.31)

eR (x.x).

lution asymptotique, en suivant le procé&dd exposé ci-dessus.

Les systémes, obéissant aux &quations (5.29) et (5.30),
sont dites les systémes au maillon rotant. On les rencontrent
souvent dans les applications pratiques, par exemplg, en &tudi-
ant les mouvements simultanés du centre d'inertie d'un satéllite
et du satellite m&me autour de son centre d'inertie, etc.

Bxaminons l'équation des osecillations du pendule 4 con-

dition gque l'énergie initiale soit grande,
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dx
= +¥f(x,1)=0 (5.32)
dt
Cette &quation se réduit au systéme (5.29) = (5.30) aprés le
changement dff
=g —Tef 5.33
5, ot ( )

Pour 1l'équation (5.32) on peut &crire un systéme du type (5.31)

d
dt,
oy
dt
di
dt,

Maintenant on trouve sans difficultés la représentation

= 14’ eg’
= "E#(.’).‘},t), (5434)

:'.8'

asymptotique pour la solution générale de l'équation (5.32)

Sc(%) = A+ %[%m -C)b(t,ﬁ.f)} , (5.35)

ol on a posé ﬂ. = G —g—iqufto)

3. Perturbations des rotations
rapides ., Pour simplifier les calculs, posons dans le sy~
stdme (5.4) VYI(%)= '.{, g= { ) g-’-&{ =T (le temps lent),

alors on obtient une &quation -
3
dx

D " ,Q(fr,x)=eF(qu,m dz ) | (5.36)

¥
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ol € > 0 est un petit paramétre. Supposons que l'énergie
de ce systldme soit-assez grande, autrement dit, gque pour
1'%4quation engendrant

2
dr
;ﬁ fax)=0  (7=comt) (5437)
alt une solution rotatoire.

Pour examiner l'équation (5.36), en s'appuyant sur la
solution asymptotique déjd formée de l'équation (5.1), on peut
construire une théorie analogue 3 celle exposée lors de la troi-

sidme legon. Ensuite, soit

)
= i d )
$(v)= — xf(’l’,m) 2=0 (5.38)
20
0
et soit la solution de 1l'é&quation engendrante (5.37), mise sous la
forme
2= % (1Y a), (5.39)
ol

£(t4a)-y+aZ(z¥a); Ll
@ est une constante arbitraire et

V=w®a)lt+1,). (5.41)

Comparons l'expression (5.40) avec la solution asympto=-

tique (5.26), il vient

i
w=A a=—=, W = )
’ A Ve (5.52)
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1
%(t%0)= ) ¥-P(42)+ O(5)- L 9)+ 0(5)
Donc, la fonction ;z ne dépend pas de (A aux quantités de
l'ordre O(F) prés.
Effectuons dans le systéme (5.36) un changement des va~-

riables 4 l'aide des formules

x = 2(1Y¥a)

d , (5.43)

df w(ra)z, (1,9 a).

Aprés quelques calculs nous obtenons pour le cas général

da £ o Y| V4 /
dt D.,(a){-F (b2.02,Jt, (07, %,-wx . %, } -

e P (nt Ya)
"—'tf-:w[@:a) B = { (tzwz -(wz;),:z&(wz;); z;} = (5.48)

<fr)+ e R (n4Y0),

ol

;o oy T
D, ()= a)(%aiv,,‘ Koo )-a)a Xy - (5445)

Ainsi, ltéquation (5.36) est mise sous forme standard et Do (G:)
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ne d8pend pas de Y

En tenant compte des expressions (5.40) et (5.42), on a

z(r,‘ﬂa,)ﬂhaz(%w}, z;=i+zai7;,+a"z;,

/

/ v :
=1+ az.,,, za.y'-'zyJ wr: = 0:
" o o B / zl
zwbsazw&) xwr-azw ) 2’3- =a ¥

donc, 1l'équation (5.44) peut &tre représentée sous la forme

.g%_-._{h f[zm(zzy, 2.2}

ﬂ, (5.46)
[a)“‘gFia -?V_' ]/_ z 2T zzw )

D. =—w +—_(zz __z &)’ (5.47)

!

/
et 1W § Za sont définies par la formule (5.40).

ol

ot

L'étude du systéme (5.46) peut dtre continuée 4 l'aide de la
méthode que nous avons exposée au cours de la troisiéme legon.

4, Cas d'une petite vitesse an-
gulaire de la rotat i on. Ce qui a &:t& trés
important dans tous les raisonnements ci-dessus, c'est la sup-
position que l'énergie initiale soit grande. Cette supposition
nous a permis de former les solutions asymptotiques du systéme
non troubls- et apréds cela mettre le systéme examind sous forme
standard.

Soit un systéme dont la vitesse angulaire n'est pas

suffisamment grande pour qu'on puisse former une solution asymp-
totique du systéme non troubl® correspondant. Supposons qu'on
ait & examiner un mouvement rotatoire de ce systéme.

Pour fixer les idées et ne pas compliquer inutilement
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les calculs, prenons l'équation

;— +f(x)- eF{ j”: ) 5u1)

ol £ > 0 est un petit paramétre, J;[!,D) esu une fonction
périodique, de période 237 par rapport & X .

Si € = 0 , 1'équation (5.48) admet deux intégrales;

la prenidre est
2

{ [ do |

5‘(*)* Vix)=E, (5.49)

ol

V(x):ff(x)dx, (5.50)

E est l'énergie totale qui est en mdme temps une constante

arbitraire de 1l'intégration; la deuxiéme intégrale est

[ de
Y, E)= ) {Vi(f V) -p=0, sm

ol la périocde de rotation T(E) est déterminé par
A

da
T(E)=jm (5.52)

Prenons comme de nouvelles variables les quantités E

et F . Alors, aprds quelques calculs, au lieu du systéme
(5.48) nous obtenons un systdme d'équations sous forme standard

SE EF(“’VQ(E V(=) /E- V(x) (5.5
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B4, o (e 1)) Y /T
T eF(x,/z(E Vi 1))%/1: V()

Les deuxiémes membres du systéme (5.53) sont des fonc-

tions périodiques par rapport a f de periode 7“(6) », donc,
périodiques par rapport & P aussi. C'est pourquoi, pour ob-
tenir les é&quations de la premiédre approximation, nous centrons

les deuxlémes membres du systéme (5.53); on obtient

jf T? g ( 2.1 (E - V(x)l/E Viz)dp

op | “/(E V[)) Y)m#

dt T(E) T(E)

Les duferentielles d-T' et dﬁ sont liées en~

(554)

tre elles par une relation

= £ JE-V/() dP , (5.55)

od | + correspond au mouvement dans le demi-plan supérieur

et |, - correspond au mouvement dans le demi-plan inférieur.
)

Aussi le systéme (5.54) admet-il la représentation
&

.;iE-_;+ ;E){ ( /Q(E V[x))dm

0

& (5056)

df 4, ¢ I’bf ( A(E-Tin V[m))

dt T(E) T(E)

Ol on intégre le long d'une trajectoire de phase dont l'ordonnée
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est une fonction périodique de période 327 par rapport 4 X .

(Pour cette raison les bornes d'intégration sont prises de 0
a3 2,

Etudions maintenant les équations (5.4 ), aprés y avoir

posé (g, , ,d—f)=F(g,x,j—‘f) .0na
4] fly-eF(yn 35 )
i&——eg(g,x,%);

ol (‘d X, gf ) et g (g,%,g%) sont périodiques,

de période Q27 par rapport 4 g, §

(5.57)

En utilisant les formules (4.35) et (4.46), formons en
premidre approximation, pour le systdme (5.57), les é&quations
centrées en énergies lentement variables, variable, exprimant

l'intégra.le dtaction, et pa.:r.'amétre g e I1 vient

%%E ( }/m E- V(gx))df)w

A5 Y )
g° “Yam (E V[yw))
Sl e |5 5
(5.59)

x{y(y;:c,}/n—f‘—[g (E- V(yx))



- 270 -

Y. A, Mitropolsky

) fy(gm mplEVipsllla) e
") Vatg(E-viga) | Vamly(E-Vige)

ok y(yx eVl
?t_ J
0 m(g [E V[é{x) (5.60)
il E.—. ]/M(g}f_vE_g‘me_ est une période de rotation,
_ J J]/gzm[y (E V(y’m))dx est l'intégrale d'action.
' Remarquons que, S'exprimant en énergie [ , les

équation: (5.58) et (5.59) sont éguivalentes.

Jans un cas particulier, quand l*équation (5.57) dépend
dtun paranitre lentement variable T =gt 4 dite " le temps
lent", les iquations d'énergie (5.58) et dtaction (5.59) peuvent

dtre écz Ltcs sous la.Torme

dE ”fa ”
dt T, ( ]/_w g V(bx)))dw

- f ( am  Omy oz
T T ) VamaeVes) e

&
dy 2 e
T f-F ("'”fl/mm (£ Vm’))dx'

Nous n'allons pas nous attarder ici sur les &quations

de la deuxiéme approximation pour l'énergie de rotation, l'action
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et les pgramétres g .

S.1'exemplet: 1le peudule d4d'"Eins -
tein dans le régime rotatoire. Bxamin-
ons le pendule d'Einstein dans le régime rotatoire. L'&quation

de ce pendule est de la forme (voir l'équation (4.41)).

d [« du) .
— lyf)== s qu{e)4nx =0 (5.63)
dt 4t dt | 3¢ ’

on T= ﬁ'{: , L est un angle de déviation, g{‘l") est la
longueur du fil du pendule, g est une accdlération de la pe-

ganteur. De l'équation (5.61) on obtient une expression pour

1'&nergie d&u mouvement rotatoire du pendule,

3(,,)]/5_@ 1/%@ - const (5.64)

ol G' est une compldte infégrale elliptique de deuxidme es-

péce.
Suivant la méthode d&jd exposée, dans le cas de grandes

1
énergies, aux quantités de l'ordre F prés, on peut trouver

une relation entre l'&€nergie et la longueur du pendule,

L
§ (V& (bt ol d

= E+—:. & J ( - 0 —a',) .
oyl gty poa) oo
ol 5 5 Eo sont respectivement la longueur et l'é€nergie du

7

%

pendule au noment initial,
¥rominons maintenant le pendule d'Einstein modifié

(voir la quatriédme legon, l'égquation (4.44), ) décrite par le
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systéme d'équations

i 4 d .
a.‘_f{[g B%]J,gy«mm:o,

g% - e?t(mgoawc + mg(j—f)a);

ol €4 est un coéfficient de la déformation "plastique" du
£il.

(5.66)

Pour l'énergie de vibrations du pendule obéissant au
systéme d'&quations (5.66) (cas de grandes énergies), en utilisa-
nt 1'équation (5.58), on obtient une expression

)
g AN Z |
E:—:;'[E+——,(- )} ( ) ( ) (5.67)
y i g'j, yE g
aux teimes d'ordre —i—s_ Prés.
6. Phénoménes de ré&sonance 4da-
ns les systdmes rotatoires . Les phénomé-

nes de résonance dans les systémes avec des éléments tournants

possddent certaines particularités et ils sont encore loin d'dtre
étudiés complétement.

Examinons un cas particulier de l'équation (5.4),
d ol
L+ ()= EF("t B~ )
d # CH; (5.68)

ol (\)t 50 o t) est une fonction périodique par rapport
A0

: | t de période _V—

Supposons que l'équation non troublée
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2
—f’ +f(x)-0 (5.69)
adnette une solution
z=-2(¥a) (W:wm)[h%)), (5.70)
ol
g(Y+ann)=2(v0) (5.71)

dans le cas du régime vibratoire, et ol
X (V+ai,0)=%(Y0)+37 (5.72)

dans le cas du régime rotabtoire.
Supposons que la frégquence propre des oscillations
a)[a,) soit proche de E »ol P et G sont des

nombres natuvrels, premiers entre eux. Au lieu de Y introdu-

isons une nouvelle variable 1) (le déphasage) d'aprds une

formule.

VT + (5.73)

et dans l'équation (5.68), tout comme dans la troisiéme legon,

introduisons de nouvelles variables @ et 'l} 4 1l'aide des

mi(ge +’l),0v),

de
i

formules

- (@)%, (§9+ﬂa) (5.74)
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Alors on obtient un systéme d'équations sous forme

standard, en nouvelles variables @ et '235

- i [P /
%zﬁ) (G,z(q’fenﬁ,a),wga)%f(Zp-e&a))z\r(qudw)

& P o
Jg:u(a;—avn—)(—a{) F/Q»%('@“B*&*a')’ (5475)

w{a,)z;(g 9+2},a))%; (g g+ ﬁ,a),

w be8,  ¥el0.d

Désignons par Q. , une solution de 1l'équation

w(a)= _g vV (5.76)

et examinons les solutions '"résonnantes" du systéme (5.75), au-

trement dit, supposons que

wle) - Ly J = 0(g), (5.77)
Dans ce cas . Q/
a - o, = 0[¢)

2t on peut écrire

w(a) "‘; V= () -0, )+ O(ek)  k>1 (5.78)
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Compte tenu de la relation (5.78), on obtient aprés
le centrage des dﬁumémes membres du systéme (5.75)
do & F(e 9+z§1a)z dé
dt ;ﬁpDﬁlJ q

d
rindelin I

2l

[ 9;9 73(1 (5.79)

Dans le cas des rotations rapides, selon l'expression (5.40)

et les solutions asymptotiques (5.26), on a

2(Ya)- Y+al (o) (5.80)

ol

i . 4 1
- ) s )
e At

Zl ,a)=?.(w)+ o(3)

Aussi le systémé centré (5.79) peut-il &tre représe-

(5.81)

nté sous la forme

1 5

do e (/P . wn

- ooy (g0 hellirak el

& e ‘Eft‘epeﬁ% do
ab (a’°)(a'°'°)*:ﬁf30(ao)[ (650 afZ e

0
r
ol W:-q 6 + 0 et old, dtaccord avec la formule (5.47),

1 - - " 1 1%
D(0w)= 3 /0 + 10, (%%vf? %Y ) (5.83)
Avec la méme précision nous pouvons représenter le

systéme (5.82) sous la forme

e
@:_ lﬁl/a: F(e’fe*ﬁ)a’)
dt  adp 9

L0, %V)de’ (5.84)

0
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d) _a-a, 2e/0)
e ( Fl626+ 5a)Zde

0
Egalons les deuxiémes membres du systédme (5.84) & zé-

ro, il vient un systéme d'équations déterminant les valeurs
stationnaires de Q et 7/% avec lesquelles la rotation est
uniforme. Comme d'habitude, pour.étudier la stabilité de cette
rotation, on forme et on &tudie les équations wux variations.
A 1l'aide de la méthode de centrage on peut aussi exa-
miner dans le cas de résonance les mouvements rotatoires déc-
rits par des systémes d'équations plus compliqués que le sys-

téme (5.4). Par exemple, on peut &tudier les svstémes sous la

forme

é’ﬂ"“f%)?—fl +ffﬂlﬂ°)=eF(:f'9a”'§'%'8)’

"¢ y(gg 7dt’ ) (5.85)
d9 ) [ d
d—{'r = 1)[g)"' E@ g-tg.rm:;’_tie)l
ol X est une coordonnée d une seule dimension, }f‘{y:’"' g 7]
est un ensemble des paramétres qui varient lentement et qui i:-
terviennent dans F(g 926—& ) E) ; enfin,

[3 g$ ) et @(gem gj: ; e) sont des

fonctions perturbatrlces non-linéaires, périodiques par rapport

a 0
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SIXTEIE LEGON

METHODE DE CENTRAGE DANS LA THEORIE DU MOUVEMENT DES

SATELLITES.

e Mouvement d*'un satellite au-
tour de son centre de mass e, Sous titre
d'mn exemple &lézant, illustrant les principes d'examination
des vhénoménes "résonnants" 4 l'aide de la méthode développée
plus haut, exposons succinctement le probléme du mouvement d'un
savellite autour de son centre de gravité. Ce probllme a &té
étudié de fagon détaillée par F.L. Tchernoousko.

Soit un mouvement plan d'un satellite autour de son ce-

ntre d'inertie qui décrit une orbite elliptique dans un champ
central de gravitation. Supposons que l'axe d'inertie principgl,
relatif au centre de masse du savellite, par rapport auquel le
monent d'inertie est B ,» Teste toujours perpendiculaire au

plan orbital. Posons .ﬂ et C (ﬂ« = C ) les moments d'iner—
tie relatifs 4 deux autres axes d'inertie principaux.

Admettons le rapport des dimensions du satellite 4 1'é-
tendue de son orbite pour les petites quantités de premier ordre.
Alors, aux petites quantités de premier ordre prés, l'écuation
du mouvement d¢ sztellite autour de son centre de gravité se met

sous forme

(6.1)

(1+ ews@)g—g- aem6£+ Z sin 0= Hesin b,
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ol 5= g4 est le double angle entre le rayon vecteur du ce-

ntre de gravité et l'axe principal d'inertie, par rapport auguel

+ (A-C)
le moment d'inertie est égal & c ; Ob= T , € est une
excentricité de l'orbite, 0  est une distance angulaire du pé-

rigée de l'orbite au rayon-vecteur. Remarquons que l'inégalité
A= g+( entraine a <1

Ltéquation (6.1) est une &quation différentielle non-li=-
néaire de deuxiéme ordre dont les coé&fficients sont périodiques
et qui dépend de deux paramétres scalaires O et € .=si

@ = 0 (orbite circulaire) l'équation (6.1) se réduit & L'équ-

ation de pendule.

si @ = 0 , 1ltéquation (6.1) s'intdgre aux :Eonctirons

élémentaires.
Considércns trois cas :
1) e<< { y l'orbite est presque circulaire;
2) @ << { , le satellite différe peu d'un corps & symétrie dy-
namique;

dé

FQ_ > 1 , la vitesse angulaire de la rotation du satelli-

te est beaucoup plus grande que celle de la révolution du rayon-
-vecteur de son centre d'inertie.

1) si € << 4 1'équation (6.1) se présente sous forme

3§+5am5 e(HM9*2“936+5a°%9“6) +0€). (6.2

si, de plus, € = 0 , il vient une éguation non-troublée
d!.

=5 +3a%ad - 0 (6.3)
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dont la solution générale dépend de deux constantes arbitraires
QA et 9,, et présente les mouvements oscillatoires, rotato-

ires et apériodiques. Eliminons du raisonnement les mouvements
apériodiques, alors la solution générale de 1'équation (6.3) se

mettra sous forme

&= x(¥,a) (6.4)-
ol
Yec(a)(8-6,). (6.5)
Pour tout @ 1la quantité %( 9,’0/) satisfait la condi-
tion

t(Y+am,a)=2(¥,a)+/
ol X‘-’ 0 dens le cas d'oscillations et Y= 27 dsns le cas
de rotations.
Rappelons que pour l'Squation (6.3), d'aprés (3.58),

ltintégrale d'action est

ax
w(o
1(a) 222 (o, ot
0
et que, conformément aux formules (3.59) et (3.61) 4Ae la troisi-
éme legon,
!
J (a)=D(a). (6.5)
Changeons de variables dans (6.2) 4 l'aide des formules
(5 =% (w) a');

, (6.9)
3—%= w(o)%, (40)
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Aprés quelques transformations il résulte les équations

sous forme standa.rd en nouvelles variables O et Y

d9 Dm)F(Q‘f’a %, (Vo)

’ (6,10)
:_;' - wle)+ —E%L)F( 6.4a)z, (Va),

ol F(B,t;{a} est un coefficient de € dans le deuxiédme
membre de l'équation (6.2) et ol nous négligeons les termes d'or-
dre O(e")

Les deuxiélme membres du systéme (6.10) sont périodiques
de période o#J  par rapport & Y et 6 .

Comme il est aisé de voir, dans le cas "non-résonnant"

P

( wla)z — »ol P et G sont des entiers positifs
relativement simples) le centrage du systéme (6.70) par rapport

a4 0  uéne au systéue
da

3@' )

d‘# (6.11)

w( o).
d'old il résulte o = comat , W= a)(a,)[9+60) . Donc, en pre-

midre approximation, le moment troublant, provenant de l'ellipti-

"

cité de 1l'orbite, ne change pas 1l'amplitude @ et la fréquen-
ce Q)[CL)

Au cas résonnant, admettons que W{a) est bien pro-

P

che de —

w(o) = = + 0Ce), | (6.12)

o
9
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¢t introduisons une nouvelle variable {% , qui est 1l'écart

de phase, par la formule
P
Y= 5(9"'9’)' (6.13)

Désignons par @, la valeur de @ dans le cas de

résonance exacte, il vient

w(a'o) o _P =

9

En tenant compte de petites quantités de premier ordre,

(6.14)

on peul mettre le systéme centré (6.10) sous forme

da. _e___f ,
db aipD(a) ( Y-, o)ﬁ\,,(%a,)dvj
e (6415)

M%(?)S ( Y- 7}%!,)1 (¥a,)d.

Si maintenant on exprime explicitément, & l'aide des
fonctions elliptiques, toutes les fonctions intervenant dans le

deuxiéme membre du systéme (6.15), on peut trouver les régimes
stationnaires des oscillations et des rotations du satellite et
examiner leur stabilité. Nous ne ferons pas ici d'analyse detai-
llée de ces solutions et de conclusions qui en résultent, en ad-
ressant les intéressés é la littérature spéciale.

2) Reprenons le deuxiéme cas, a << 4 ( le satellite diffeée-

re peu d'un corps & symétrie dynamique). Il est commode d‘'intro-

duire, dans l'équation (6.1), la grandeur , selon la formu-
le 1-e 4 e1/1 emﬁ
L E’Zﬂ'cdg i+e£ q+ecosd ’

4 R0 (6.16)

4(0+a7) = (O} an
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comme une ‘nouvelle variable indépendante, et l'angle X entre

l'axe d'inertie principal et le rayon vecteur du périgee,
x=6+#=e+%. (6.17)

comme une nouvelle variable dépendante.
Aprés quelques transformations l'&quation du mouvement

peut &tre &crite sous forme

dr ?;a. (i+~‘—’°069)

sendfx-6)=0 (6.18)
de 2 (i e*)? (

ol e 6(@) est déterminée par la formule (6.16).

L'&quation (6.18) formée, il est évident que si & =0
le satellite est animé d'un mouvement de rotation uniforme autour
de son centre d'inertie: X =C/7 + ¢, « Si @ est petit,
le mouvement est approché d'une rotation uniforme.

Prenons, au lieu de l'&quation (6.18), un systéme

de _, dy __3a*(1-ecast) ecew) sin2(2-6)

= (6.19)
O L
La solution de ce systdme est recherchée sous forme
2 =er+q?) g:@»f ag, (6.20)

ol Q est une constante et LP et % sont de nouvelles fo-
nctions 4 déterminer, pour lesquelles on obtient un systéme d'é-

quations sous forme standard

o Iy e

dv_,y 9z, b’ (1;6’?9 sin 3 (@ +9-6),

(6.21)
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ol Q est un petit paramédtre.
si 24 ntest pas entier, aprés le centrage des deux-
iémes membres de (6.21) on obtient
%p - ag,
L (6.22)
dz
de

On tire de ces équations % =00*W'f7 i Y=01+ Co ;
donc, comme dans le cas d'absence de perturbations (a,:.- o) s

L2C¥+C, s en d'sutres termes, le moment gravitation-

nel perturbatif n'influe pas sur la rotation uniforme du satelli-
te (mais ce n'est qu'en premidre approximation!).

Soit 2@ =M | od M est un entier. (Si M =2 ,
on est en présence de la résonance principale: la période de ro-

tation du satellite est proche de la période de sa révolution sur

ltorbite). Centrons le systéme (6.21), il vient

%:aj} j_}_%%(e)wi% (6+23)
ol on a posé
[+ ecost)
4 | (1+ecos
P (e)_ﬁ-j e cos(m1 - 48)of, (6.24)

Remplagons le systéme (6.23) par une seule &quation, il vient

une équation centrée de deuxiéme ordre

)
G/ 30 P (e)4ind¥=0, (6.25)
de”
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qui coincide avec l'équation de pendule.
Portons dans la premidre des formules (6.20) les valeurs

m
G =g et ¢ tirte de l'&quation (6.25). Il est

alors &vident que X représente une rotation & vitesse angu-
laire @GP superposée par des rotations ou par des oscilla-
tions lentes.

Les positions d'&quilibre de 1l'équation (6.25)

nf
= — (FL= 0,*4 *2, ... ) correspondent & une rotation

uniforme & vitesse angulaire constante. Sa stabilité dépend d'un
signe de q“?‘_L (e) .

3) Etudions le cas de rotation rapide du satellite dans le plan
orbital: la période de la rotation est beacoup plus petite que
celle d;a la révolution du satellite sur l'orbite. Dans ce cas

1l'équation (6.18) peut &tre &crite sous forme

dx
de*

ol la fonction g[ac.*r) est périodique de période %  par

+ g(a:,¢)= 0, (6.26)

rapport &4 X , et sa valeur moyenne est nmulle pour toutes
les 7 .

Conformément au proc&dé exposé dans la cinquieme legon,
pour Ge >> | on trouve la représentation asymptotique de la

solution générale, qui est de la forme
3o (1+€c0s 0 i ¥ : 1
=@+ —m,) {Mﬂ. [G?(fn‘r,)— 9]-m19}+ 0(5; ) (6.27)

La solution asympbotique (6.27) est composfe d'une ro-
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tation rapide a fréquence angulaire g? y Superposée par une
oscillation rapide 4 fréquence ‘Qg?d:par des oscillations lentes
3 fréquence 36 , dont l'amplitude et phase varient lentcment.

Remarquons qu'ad l'aide de la wméthode de centrage, parti-
culiérement, a l'aide des idées developpees daus Ce puragraphe,
on peut resoudre avec succes de nombreux probleémes importants
de la dynamique des appareils orbitaux spaliiaux. Avec cela dans
certvains travaux la séparation des mouvements est utilisee pour
construire des algorithmes efficaces d calculer; ici nous ne nous
attarderons pas sur ce sujet.

Ces aerniéres années, en attirant la méthode de centra-
ge, ont &té& étudiés de nombreux prob.iémes intéressants. Ce sont:
le probléme des perturbations des orbites képlériennes; le pro-

bléme du mouvement d'un appareil spatial soumis 4 une petite fo-
rce de traction ( l¢ probléme de La traction transversale);
1'étude du mouvement d'un satellite sur ses derniéres spires et,
en particulier, sur son dernier tour; un grana nombre de probld-
mes interessants de résonance qui proviennent de L'examination

des systémes 4 aeux phnases tournantes (par exemple, ¢ .- ébude
des perturbations par la Lune des orbites de satellites &loignées

de 1la Terre), etc.
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SEPTIEME LEgON

CENTRAGE DES SYSTEMES D'EQUATIONS INTEGRO-DIFFE-
RENTIELLES ET INTEGRALES.

1. 0bservations pré&liminaires.
En résolvant de nombreux problémes on est amené souvent & la co-
nsidération des équations intégrales et intégro-différentielles
du petit paramétre.

A ces systémes on peut gppliquer de divers espéces du
centrage selon les variables par rapport auxquelles on prend la
valeur moyenne. Aussi, comme on le verra dans la suite, 4 un se-
ul systéme d'équations intégro-différentielles on peut faire cor-
respondre en général, plusieurs systémes différents des équations
centrées.

Pour ces systémes en partant des résultats fondamentaux
de la méthode de centrage habituelle, le schéma de centrage des
touations intégrales et entégro-différenticlles a &t& &laboré,
¢t des thtordmes d'évaluation, valables dans un intérvalle fini
de temps, ont &t& démontrés. Dans nombre de cas cela donne la
possibilité de simplifier un probldme considéré.

Ci-dessous nous allons parler de quelques conditions
préliminaires et du schéma de centrage.

2 Equations intégro-différen=
tielles sous forme standard. Exaninons
une é&quation. intégro-différentielle non-linéaire sous forme
standard

1
%‘{. . eﬁ({,m,[&(t,s,m(s))ds), (7.)

0
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=

ol € > 0 est un petit paramdtre, A& est un vecteur & T-3i-
mensions, ?(t,:c,g) et LP(t,‘S,x) sont des fonctions viog-
teurs, respectivement, & N et & Ml dimensions, définics et
continues pour tous les f et tous les & de ltintervalle

L' 00) et pour tous les X € En . ge Em ol En et Em
sont les espaces euclidiens &8 N et 3 M dimensions.

Mettons en correspondence 3 1t'&quations (7.1) une &iua-
¢ il

tion centrée obteréue de telle manidre. Soit
ILP(t,-s,:c)dé = Yt a) (Y

0
ol l'intégrale est calculde par rapport 3 la variable 4 qui
intervient explicitement tandis gque 'IE et X sont considérés

comme paramdtres. Alors on obtient
t

F(tz[9(tax)ds)- #(t2,9(42) F(t ),

()
Centrons la fonction F(t,.l‘) par rapport 4 la varia-

ble ‘l: s On aura

T

t
o 4 ] F () =fm 7 :F(t,x,!hf(t,a,mldb)df=f(ﬁt‘)- (73

0 0
Soit un systéme des &quations différentielles

dt ’F(E (7.4)

avec % (E) définie par l'expression (7.3). Nous 1l'appellerons
le systédme centré correspondant au systéme intégro-différentiel
(7.1).

_ Comme on voit, le proctdé du centrage d'un systéme in-
tégro-différentielle méne A une &quation centrbe qui est stricte-
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ment différentielle ( et, de plus,dont le deuxiédme membre ne dé&-
pend pas explicitement du temps). Son examination est beaucoup
plus facile que 1l'étude du systdme intégro-différentiel de départ.
Pourtant on peut rencontrer d'autres cas.
Soit le Systéme (71) admettant les limites
H(txjdt £ (2Y),
,‘, (7.5)
H"(t sx)dt =¥ (s.2).

Alors on peut fa.lre correspondre au systéme (7.1) le systéme ce-

ntré

E‘F ( [“Pw(é 8(8)d3), (7.6)

qui, en général, est plus simple que le systdme (7.1) mais qui
est aussi intégro-différentiel.
Supposons que le systéme (7.1) admette les limites

dim H(txy)oli flzy)
Lim gg (tax)ds-o. (t,%)

[}
Alors on peut attacher au systéme (7.1) le systéme centré
t

& ef (x J“" (t.2(s)ds) (7.8)

qui est aussi intégro-différentiel.

(77)

Dans tous ces trois cas on peut démontrer un thforédme
fondamental &valuant la différence entre la solution du systéme
exacte (7.1) et la solution d'un des systémes centrés (7.4), (7.6)
ou (7.8).

Enongons le théorédme sur la proximit® des solutions des
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&quations exactes (7.1) aux solutions des &quations centrfes
(7.4).

Thé&oradme (Filatov). Soient les fonctions ‘f\{tfx,g)
et Y(t.5 -T) sabisfaisant aux conditions suivantes:

1) pour un domaine D on peut indiquer lec constantes
Bl s A, I telles que tous les 1 2z 0, 7 0 tous les
points X , .23’ -‘13 appartenant & ce domaine D » et tous les
y " g’, g de E verifient les infgalités

[#t2y)|< M,
[ty )-A(txy")|« Jt |22l + p 'g'-g"l, (7.9)
| (t,8,2)< NY, (4], I‘F(s)da-o t=0 Wt)=t4, (1)

2) uniforménent ~oar rapport aux [ appartenant au

domaine [) il existe la limite (7.3), telle que
’ L4
(x)- §(2")|2 612-2"], 6=comt, (7.10)

Alors, & tout (l > 0 sussi petit. que l'on veut et & tout

L > 0 aussi grand. que l'on veut on peut attacher un. 2, >0

tel que pour O< € < £, dans O<'t = a lien ltinézalité

|x(t) - B(H) < 7, (7.11)

ot &{{’) est une solution de 1'fquation (7.4) qui est dé&finie
dans l'intérvalle 0<t €00 4 qui appartient au domaine D
avec son f) ~voisinage; m[f) est une solution de l'&quation
;i coincide avec & (‘k} pour 1=0 .

La dfmonstration de ce théordme est analogue 4 celle du

preuier théordme fondamental de la méthode de centrage. Indiguons
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quc lfon peut démontrer le théoréme cité & des conditions disti-
nctes des l'inégalité (7.9).
30Cas rarticulier du systéme (7.1).

Examinons l'equatlons intégro-différentielle

df =eX({.2) +E[z(’c,6,:c(5))d5, (7.12)

o0 £ > 0 est un petit paranétre, X est un vecteur & B -di-
mensions, X(i,:c), z#,&,xfé)) sont des foxactions vecteurs ré-
elles, continues et dé&finies pour tous les f, seclo oo) , ot
pour tous les X € En

Supposons que les fonctions vecteurs intervenant dans le

deuxidme membre du systéme (7.12) admetteént les limites

TjX(’cm )at =X, (=)
Jim 3 fZ(twc ds-Z, (L), s

Etant donné lec systéme (7.12), 10 systéme intégro-différontiel

eX (8)+ J%o (t.30))d3 (7.14)

neut &tre conﬂderé comme un systéme centré correspoadant.
Supposons ensuite que la fonection vecteur z(t,mié)ait
une valeur moyenne non par rapport & & , comme dans la condition

(7.13), mais par rapport & t ,Ccsd.d., supposons que la condition

jm;%fi(é,x,sjdi =%, (2.9). (7.15)

soit remplie.
Alors au lieu de 1l'&quation centrée (7.14) on obtient

une équation centrée intégro-différentielle
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t

3
o =g X, (E)+ efzm (&[6)}6)(%, S
que l'on peut réguire au systéme des &quations différentielles
dt & X ( (7e77)
dn_ . OA. () "
L - Ge 1" Lo (2.4),
ou bien A 1l'équation
(i_é rbX [5 d& % P
dt’

A 1'aide du simple changement des variables (7.18) cette derniédre

tquation est ramenée au systdme des &quations sous forme standard

2= B,

ok, X, (x) (7.19)
JTﬁ{gw(&’“*f" 2% E‘}’

ol ‘/u = 5‘/"_

Supposons que le syatéme (/.12)admecbhe la limite

j[X(m [z(fmd»s}dt Flz) o

dans chaque point du domaine D .Alors on peut faire correspmdre
4 oe systéme (7.,12) le systéme centré des &quations ordinaires

différentielles autonomes

%%;EF;(E)' (7.21)

Pour illustrer ce dernier procédé citons un exemple bien
simple. Examinons une équu.tions

_cﬁ_e-iete (1+ ao)q-eje 2 (8)d3,

x(0)=4

(7.22)
0
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Puisque pour l'&quation (7.22) il existe la limite (7.20), égale

& €& , l'équation cengrée prend la forme
4

== =g
dt (7.23)
E(0) - 1

En intégrant 1'&quation (7.23) on trouve la solution
E(t)=1+et. (7.24)

qui coincide avec 'la solution exacte de 1l'équation initiale ,
z(t)-1+et.
4, Les quations intégro-diffé-

rentielles aux variables rapides et
lentes . Etudions le systémes des &quations intégro-différe-

ntielles aux vaariables rapidest et lentes
x ( /
e U, (Y (4,4, 205), )ds)
TRl t,:eg!t{(t () 4(9)ds),
dj t
: , (7.25)
dt‘ ﬁ(t'mig’[q" (t 5,m(‘5):g{6))d5) 3
0
ol € est un petit paramdtre positif, X et - sont respective-
mgnt des vecteurs & N et & Ml dimensions, f‘, ﬁ, Ld, lP& sont
des fonctions vecteurs réelles, continues et définies pour tous
les t, s¢[0 ) et pour tous les SCEEM gEE,,._
e« uek,, vek,

Pour étudier le systéme (7.25) on peut appliquer avec su-
ccés une forme de la méthode de centrage développée dans le trava-
il 28 .

si & =0, le systéme (7.25) degénére, donc on a

f - comib, (7.26)
ﬁ’ - £ (. m,g,ftt(t,s,m,g.(&}ds).

0
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Supposons que la solution du systéme (7.26) soit connue

et prenne la forme

2 = conM‘f,’
y - Y(t.2=e)

(7.27)
Y(0,2,c¢)

oo CE E # est une constante arbitraire. Alors, d'aprds la mé-
thode expoaée dans les legons précédentes, examinons le long du

trajectoire (7.27) la fenctlon
Ytz vt ne) [(P(t ,2,9(3,2,¢))ds) (7.28)

Pour effectuer le centrage de cette fonction le long du
trajectoire (7.27), tout comme dans le cas précédent, on a les
trois possibilités. Nous n'allons parler ici que d'une d'elles.

Supposons l'exz.stence des limites

T,,,,TH (75 2,¥(t.2,¢) u)dt f [2,1),

(7.29)

rr%ﬁ qu’t (t3 m,q/(s,m,c))dt -4, (5,2).

0
On peut attacher au systéme (7.25) une équation centrée

t
a"_’f_ -ef (_a jhﬂ,(s,’;(s))db). (7:30)

Pour les deux autres cas on peut faire correspondre au

]

systéme (7.25), de plus, deux nouvelles formes d'&quations centré-

es et démontrer les théorédmes sur 1l'évaluation de différence des
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solutions qui sont les extensions du théoréme correspondant de
V.M. Volossov. Toutefois je ne vais pas parler de ce probléme
en adressant les intéressés & la littérature spéciale.

5. EQuations intégro-différen-
tielles du type Fredholn . Passons au prob-

léme de l'extension de la méthode de centrage pour les &quations
intégro-différentielles du type Fredholm.

Etudions 1'équation

j_f ’ E{(f,x,fw(t,s,mm)ds) | (7.31)

ol X est un vecteur & M dimensions, f{f,x.g} et (19({;53")
sont des fonctions veclteurs réelles, respectivement, & I et &
1l dimensions, pour tous les jl: >0, 8z 0, .T.EE,,, s gEEm'
L'équation (7.31) admet aussi les trois formes du cent-
rage. Nous n'allons exposer qu'une seule. Supposons l'existence
des limites ™
é@o%[aﬂ(f,x,y)df = 1?0 {50,3), (7.32)

o

1»fim —.%,— Y(ts2)dt = 4, (4, 2). (7.33)

Au systéme (7.31) on peut attacher le systéme centré.
de ;
! - ¢ fi (E,Jtﬂ(a,am)da)) (7.34)
°

Tout comme pour les égquations du type Volterra, considé-

rées plus haut, pour le systéme des &quations intégro-différenti-
elles (7.31), on peut démontré aisement des théordmes, é&tendant

le premier théordme fondamental dg N.N. Bogolioubov, vu les condi-
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tions imposées aux fonctions dans le deuxilme membre de 1'équati-

on (’?'.31).
6. Ex emple : les oscillations du pendule & une ca-

vité remplie de liquide visqueux. A titre d'exemple oonsidérons
les oscillations du pendule composé, dont l'axe d'attache effec-
tue dans la direction verticale des oscillations hermoniques de

petite amplitude d et ge fréquence @ . Suppésons que le pen-
dule contienne une cavité symmétrique par rapport 2 son axe et
remplie de liquide visqueux. Les oscillations de ce pendule sont

décrites par une équations intégro-différentielle

d9+ﬁ1/_fd9p' t) _dv +@ [{-Ocoswt)f=0, (7.35)

dt Jt- Tt
ol on a posé

) B AR
TR Dot T Tk -

A
- 2

JHQ=.2:¢)°) tipdp, 8-

1
et ou _m, est une masse de liquide, JRI est une masse du pe-
ndule sans liquide, ? est un noment d'inertie du pendule sans
liquide, ‘f et e‘ sont les distances de l'axe d'attache aux
centres de masse respectivement du liquide et du corps sans ligqu-

ides 8 est l'accélération de la pesanteur, f) est une densi-

té& de liquide, P’ et ﬁa' sont les coordonnées des pdles de
cavité, v est un coefficient de viscosité.

En effectuant le changement des variables

28 -0t €- 3,]/— k-?ﬁ’
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mettops l%&quation (7.35) sous la forme

) 120/ i _
_STE?,»% dgf;ﬂ-rf_;,«k(i*é'wi&)9=° (73R

Quand 1)=-0 , c-3-d., dans le cas de la liquide idéale on a £=0

eti 1'on obtient 1l'équation de Mathieu pour laguelle, comme on sa-

it, sous certains relations entre les paramédtres ka' et g

la position d'équilibre d'en bas du pendule peut devenir instable.
Le .plan des paramétres k’. et CT présente les zones d'instabi-
1lité. La présence de viscosit® aboutit 4 la déformation et au dé-
placement de ces zones. Soit la premiédre zone correspondant & la
résonance fondamentale parametrique, situee dans le voisinage
de la valeur dv paramétre k& = 4 . Pour &tudier le comporte-
ment du systéme au voiéinage de cette zone effectuons le change-
ment kz= i+ )/ ol X est une petite quantité.

Alors, aux petites quantités du deuxiédme ordre prés, on obtient

1'équation

&
dJ'p d 6E-%) dr T
d—E;+25r o et T-Sm2g)e0 o

0
ol les valeurs €, K et 8 sont petites. En transposant les pe-

tites termes dans le deuxiéme membre on peut mettre 1'équation

(7.38) sous la forme

%?: +0 ={§w52.5—x)9-2a

Pour mettre 1l'équation (7.39) sous forme standerd, introauisons

td’@[g-‘t’) dr
de* Ine

(7.39)

de nouvelles variables @ et '6 4 1taide des formules

0=acese + & xne, (7.40)
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—z—asng+ beest:

dE

Alors, aux petites quantités du premier ordre par rapport aux
petits paramdtres E,éﬁ X prds, on obtient le systéme d'équati-
Dﬂi en nouvelles variables O et g
A
d_z-(cf'we,zg a’)(awbg+6mg)mg-
-2exng a cos(E-7)+ 6 %n (E- TJ] d ’
fntr

db (7.41)

az=(é’wﬂ,g y) QCOSE + b 4inE)Cost +
+2ac»5ﬂa.c05(5 1)+ bsn (8- ’L')]T,T;

Centrons les deuxiémes membres: du systéme (7.41) par ra-

pport & & , il résulte le systdme d'équations de la premiére

approximation ' _
@-—EEA[(‘X —§)+§J6
dt~ 2 2 2] 417 s
ci_Ez_[-(_«L_g)_é"J_zg. '
dt [\272/)74) %
L'équation caractéristique de ce systime est
Sl N AN}
’ 2 2] 4.,
= )
(i_f_ K3 6+ E (7.43)
2 2 i’ 2
d'od il vient 1
vy (i-e)
6un® —

et, rar conséquent, on a le rapport qui détermine les bornes du

donaine d'instabilitée

" R
ir g_:s_) =1 (7.44)
(2g) €

Dans le plan des paramétres x ’ ér cette &quation n'est autre
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chose que l'équation de l'hyperbole aux asymptotes CY=$I,]X-8|_
Clest elle qui détermine le caractére et la valeur du déplacement
de la borne du domaine d'instabilité wu la viscosité du liquide.

7.Centrage dans les systémes
d'*'2gquatitons intégrales non-21linéai-
r e s ., Exposons quelques considérations sur le centrage dans
les systémes d'équations intégrales.
Soit un systédme d'équations *:i.ntégrales non linéaires
2@4)-ef(4) + Efl_(’c,e_»‘,m(sd)ds (7.45)

0
ou- £ ect un petit paramétre positif, XL est un vecteur & N

dimensions, ﬁ(t) et I—(t, 4:-”;5 sont des fonctions vecteurs re-
elles & N dimensions, d&finies ct continues pour tous les
t= 0, 42 0 et XE En

Différentions le systéme (7.45) par rapport & 't s 11 vient

d t
dgj: Jf el { tm + e! ["(t,s,x(&))dé, (7.46)
)

x(0)=¢f (0 (7.47)

Evidiemment, une solution de l'équation (7.46) sabisfai-

gant 4 la condition initiale (7.47) verifie aussi 1'é&cuation

(7.45). Tour abréger les calcules introduisons les notations

F(t,:z:) d’u +F(ttm
P(tsx) = 3 r(tm)

L'equa*lon (7.46) prend la forme
= -eF(ta)+ ejcp(t, 3,2 (4))08, -
°

200) =ef (o).

On peut appliguer 4 l'équation (7.49) des forzes diverses du co-—

(7420
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ntrage. Par exemple, soient les limites

f F(4,2)dt = F, (),

° (7.50)

[, J
1
m fcp(ta,:c)dt -0p(5,2).
Alors, & l'équationo (7+41) on peut faire correspondre l'équati-

on int égro-dlfferentielle cen*trée

d_t - ef, (g)ve[D(8,308)ds

(7.51)
k(o) = e4(0),
qui se réduitlé. 1l'équation dlfférentlelle
od‘—f;=~e ?g?) 'y +eCP (L),
(7e52)

E(0)=€¢(0), g—t =&F, (ef(0).

Pour les &quations du t;ype (7.45) on peut aussi démon-
trer des théordmes divers é&tendant les théorédmes de N.N.Bogolou-
bov. Par exemple, pour 1l'é&quation intégrale (7.45) & la conditi-
on initiale (7.47), ol lﬁﬁ:)i’o y a lieu le Jthéoréme.

Theoréne. Soit 1'8quation (7.45), ol la fonction
r(t 4, x) est telle que les fonctions r(t B ) F(t JC)
(L s5,2)

Rt

1) pour un domaine borné D on peut indiquer les cons-
tantes fY , N, A4, ju et une fonction positive 7}(‘&, ‘S) te-
lles que pour tous les { Zz 0; 420 o pour tous les points

et C*)(f 4 ;;c) satisfont les conditions suivantes:

2, .'L‘ -'1: 6 D sont vérifiées les inégalités

IF(t,m <, |FEX)-F(La') <A lz-2"1
P (ts,2)- P(t,8,2")| < v}’(t,s) [2-2"),
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+ -t
(Bt s)ds =% 4, %Jz} (tdt =0, t +o, ), ()< .
2) Dné solution de (7.45) est bornée;

3) la llmlte

I [ Flt.z) [apﬁ s 28 [dt - F, ()« P (2).

existe dans chaque p01nt 2e D
si &(‘H est une solution de 1'équation centrée

-g—f— —E[F (¢) Cﬁ [25)]‘, (7.53)

dtfinie dans l'intervalle 0<t< ® et appartenant au domaine
avec son )O -voisinage, alors pour > 0 aussi petit* que l'on
et pour L > 0 aussi grand.e que l'on v=..t, on peut indiquer
8o > O telle que pour 0< E < €, -dans 1'intérvalle O"E'C-é-
a lieu l'inégalité
|e(t)-&(4)] < p
o 2 (t) est une solution de l'équation intégrale (7.45).

Pour terminer, indiquons cue la méthode de centrage peut '

dtre aisément étendue aux équations intégrales du type Predholm.
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HUITIEME LEGON

APPLICATION DE IA METHODE DE CENTRAGE A L'ETUDE
DE LA STABILITE D'UN MOUVEMENT. PERSPECTIVES DU
DEVELOPPEMENT ULTERTIEUR.

Dans cette legon nous allomns parler succinctement de
certains éroblémes relatifs 4 la stabilité du mouvement, qui pe-
uvent 8tre resolus 4 l'aide de la m&thode de centrage.

L'&tude de la st&bilité des régimes stationnaires joue,
comme on sait, un r8le essentiel dans la théorie des oscillati-
ons des systémes non-linbaires. Un cas important s'y rattachant
est celul d'un systéme influencé par des perturbations permanen-

tes.
BEn présence d'un régime stationnaire on procéde d'habi-
tude par former les équations aux variations et par analyser les

racines d'une &quation caractéristique correspondante. Vu les
signes de leurs parties réelles, on tire une conclusion si le
régime considéré est stable ou non. Bien entendu, cette conclu-
sion n'est valable que dans un intervalle fini de temps, puis-
qu'on ne considére pas les &quations exactes, mais centrées,
dont les solutions en général ne sont proches de celles des équ-

1

ations exactes que dans l'intervalle fini de temﬁs, d'ordre ¢
Mais dans de nombreux cas d'équations non-linéaires ad-
mettant un petit paramétre et décrivant des processus oscillatoi-

res, la guestion de la stabilité peut &trs résolue complétement
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moyennant 1l'étude des gquations ceutrées. Il est & souligner

que dans cas 1l'étude de la stabilité, trds embarrassante
pour les &quations exactes, est beoucoup plus facile pour les
équations centrées, puisaue dans ce dernier cas on &tudie la
stabilité d'un point singulier.

Les conditions de l'existence et de l'unicité des solu-

tions dtune é&quation sous forme standard

g-i—c=sX({,x). G5

sont &voquées par le théordme fondamental de la méthode de cen-
trage.
Etant donnds un systéme d'équations sous forme standard

(8+1) et les Equations centrées correspondantes

j—’fc -eX, (8), (8.2)

ol -

X, (2)=dim (X (4 2)dt (5.3)

uniformément par rapport & f s Citons les énoncés des théora-
mes fondamentaux révélant la stabilité des solutions du systéme
exact (8.7) & partir des propriétés des solutions de (8.2).
PThéorédnme . Soient les &quations (8.1) aux propri-
étés suivantes:
a) l'équation de la premidre approximation (l'équation
centrée) (8.2) admet une solution quasi-stationnaire §E = Eo p
b) les parties réelles de toutes les rlL racines de

1'équation caractéristique

Net |1p - X;I(E.)'ho (34)
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sont distinctes de zéro;

¢) la fonction X({;Jx) est quasi-périodigue par
rapport & t uniformément par rapport aux X et posséde tou-
tes les propriétés exigées pour l'existence d'une solution du
systéme (841).

Alors on peut indiquer les constantes positives 6.;, €
telles que pour tout € positif, € < €, , les &quations (8.1)
admettent une solution quasi-périodigue x'(t) y et une

seule, pour laquelle
*, . ‘
)-8, - eeteroo)
Si toutes les parties réelles des racines de l'équation

caractéristique (8.4) sont négatives, toute solution X (%)

du systéme (8.1) s'approche de x'(ﬂ suivant la loi
-Je(t-t,)
|x($)- 2'(t)]<Ce (8.5)
(ol C et X sont des constantes positives), donc, la solution
x*( t) est asymptotiquement stable.

Si la partie réelle d'une racine, ffit-il une seule,
est positive, la solution :r:"( t) est -instable.

Supposons maintenant que le systédme centré (8.2) admet-

te une solution péricdique

§=E(wt), X¥(P+am)=E(Y). (8.6)

Alors on peut &noncer le théordme suivant.

Théoréme . Solent les &quations sous forme stan-
dard (8.1) qui satisfont les conditions suivantes;

a) les &quations de la premidre approximation (les &qu-
ations centrées) (8.2) admettent une solution: périodique (8.6);
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b) é&tent données les &quations aux variations

%d%— = aX;x (8(wt)dE, (8.7)

correspondantes 4 la solubtion périodigue (8.6), les parties rée-
lles ces (M = i) exposants caractéristiques sont distinctes
Je zéro (dans le cas coasidéré un des exposants caractéristiques
cst pour sfir nul).

In outre, dans un voisinage d'une orbite de la solution
vériodique (6.6) les fonctions X(‘b, x) doivent satisfaire
toutes les conditions exigées pour l'existence d'une solution
quasi-périodique dépendant de l'unique constante (phase).

Alors on peut indiquer les constantes positives 8,, 6,

telles que pour tout € , € < €, s l'équation (8.1) admet

une solution quasi-périodique
x'(4) = P(t,004), (8.8)

et une seule, qui dépend d'une constante arbitraire (ph.a.sez.

Si toutes les parties réelles des exposants caractéris-
tiques du systéme 4'équations aux variations sont négatives,
toute solution .’I.‘(f) du systéme (8.1) sortant du voisinage su-
ffisamment petit de l'orbite de (8.8), s'approchera, le temps

croissant, de la solution (8.8) d'apréds la loi

~EJ(t-1,)
() f(t,0)[<Ce ¥ (8.9)

Donc, la solution (8.8) possdde la stabilité asymptotique orbita-
le et attire vers elle-mdme toutes les solutions .du systéme (8.1)

qui passent & proximité.
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Si la partie réelle d'un exposant caractéristique de
1'&quation (8.7) est positive, l'orbite de (8.8) est instable.

S'il y a des exposants caractéristiques nuls (plus qu'
un seul) ou bien leurs parties réelles nulles, on est en présence
dtun cas critique. Pour &tudier ce cas, au lieu du systéme centré
de la premidre approximation (systéme 8.2) on a & consiacrer un
systéme centr® d'une approximation plus &levde,

Les thé&ordmes cités ne sont que l'un des exemples de ce,

comment la mé&thode de centrage peut 8tre appliquée 4 la résoluti-
on de nombreux problémes se rapportant & 1'&tude de la stabilité

des systémes oscillatoires.
Pour les diverses classes d'é&quations différentielles

au petit paramétre on peut obtenir des résultats importants con-
cernant la question de la stabilit® des solutions et liés avec
le rapport entre la stabilité des solutions des &quations exactes
et de celles centrées, en examinant levrs multiplicités intégzra-
les.

Comme on sait, dans la nlupart des cas les sclutions,
prises sénarées, sont tréds sensibles aux petits changements des
deuxiémes membres d'&guations. Dans la théorie des multiplicités
intégrales nous n'avons pas affaire aux solutions sépartes, mais
essentiellement aux multiplicités intégrales (vas aux courbes,
mais aux hypersurfaces). Il s'avdre que la zultiplicité intégrale
est une formation plus stable, que les solutions séparées, par

rapport aux petites perturbations des deuxiémes membres d'équa-
tions. Or, en examinant les propriétés des multiplicités d'un

systéne exact des &quations dilr{rcntielles au petit paramétre
J 8 P
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et celles d'un systdéme centré correspondant, on peut simplifier
consid&rablement le probldme de la stabilité et méme dans. cer—k
tains cas le résoudre complétement.

Des résultats intéressants, concernants les systémes
canoniques aux hamiltomigns analytiques, sont obtenus dans des
travaux de A.N. Kolmogorov et de V.I. Arnolde.

Comme T.Z. Chtokalo l'a montrf, le procédé de centrage

de N.N. Bogolioubov peut &tre appliqu® avec succds 2 la réducti-
on 4 l'équation aux acédfficients constants d'une 8quation diffé-
rentielle linéaire aux coéfficients quasi-périodiques, avec L'u-

tilisation ultérieure d'un critére de Gourvitz pour déduire des
conditions de stabilité ou d'instabilité.

L'idte de centrage peut 8tre appliquée 3 1'examination
de la stabilité sous un autre aspect, distinct de celul ci-dess-
us. Soit V une fonction de Liapounov et X*( ‘f:, .‘1:) une fone-
tion vectorielle perturbatrice. Formons un produit scalaire de
grad V par X*(t.’l‘) et prenons sa valeur moyenne le long
dss courbes intégrales d'un systéme non-perturbé (8.,10). Alo:;s,
comme M.M. Khapaiev 1ta montré, en supposant cette valeur moyen-
ne négative, on obtient la possibilité de démontrer des théore-
mes établissant la stabilité ou l'instabilité, pareils aux théo-
rémes classiques de Liapounov. Enongons un de ces théorémes.

Soit un systéme non-troublé d'&quations
dx X 4
Lo x) (8.10)
dt *

Supposons que les fonctions vectorielles x (tx) y interve-

nant dans les deuxiémes membres, dans certain domaine
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[ |« D, +20 (i=1a,.,n), (8.11)

soient continues, qu'elles satisfassent 4 la condition de Iipsc-
hitz par rapport aux variables X avec une constaute A et
que X (‘f, 0):“..- 0.

En m2me temps que le systéme (8.10), considérons un

systéme aux perturbations permaneunces

-gfz)((tx) + e)(*(é,x), (8.12)

ol £ est un petit puramdtre positif et ol la fonction vecto-
rielle perturbatrice X*('I‘),.I.‘) définie dans le domaine (8.11),
satisfait aux conditions assurant l'existence d'une soIution
continue.

Le systlme (8.12) donnd ', il est valable le th&orédme
suivant.

Théo r;é me . Supposons que le systéme (8.12) .sa-
tisfasse aux cdnditions suivantes: |

a) il existe une for;ction de ILiapounov V('f,.’l‘i,,..,xn)d.é—
finie positive, qui admet une limite supfrieure infiniment petite

b) la dérivée totale de V(t,x,,...,.vc,,) prise en vertu

des &quations non-troublées (8.10), est non-positive dans le do-
maine (8.11):
dV o/ < ol
.__=_Z ,.Z 4 X_(t,z-j,...,:c,,}é 0;  (8.13)
df a{ i=1 axi ;
A/

¢) dans le domaine (8.11) les dérivées partielles ——
x;
ront continues par rapport aux mi uniformément par rapport
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d) dans le domaine (8.11) les perturbations X ( )
sont continuecs par rapport aux 33‘. s uniformément par‘rapport
4 t , et bornées ;

e) uniformément par rapport & |J;° et aux X, il

existe ‘une valeur moyenne

- b Al W vt
t&{x“,...,:cm):ﬁnl% ‘Zl_—x X;(f,x,,...,xn)dt, (8414)

4
ol l'intégrale est prise‘le long d'une solution .I"; (H du sys-—
téme non-perturbé (8.10), correspondant aux valeurs initiales
.'Z“-o . Cette valeur moyenne doit &tre strictement inférieure

4 zéro,

A
Lﬂ(ﬂc‘o,...,mw)z—g < 0. (8.15)

en dehors d'un voisinage, aussi petit gue l'on veut, du point
stationnaire.

Alors pour tout > O on pourra indiquer les 1}( 7)
et E,[?) positifs, tels gue toute solution d'un systéme pe-
rturbé (8.12), qui correspond aux valeurs initiales 2, , vé&-
rifiant les indgalités |2, |< \?(7) pour € < €, (?) , satis-
fera aussi aux in&galités ’.2!'; (‘{:“ < rl _pour toutes les vale-

urs de t > 0.
Soit une solution trivi~le du systéme non-troublé (8.10]
ce théordme donne un criterium de sa stabilité sous l'action

des perturbations permanentes, en ne supposant que la validité
des conditions du théordme de Liapounov r&vélant la stabilité

(nas nécessairement asymptotique), c.d.d., dans le cas dit 'ne-
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L'application de ce théordme aux &quations sous forme

standard donne les m@mes résultaﬁs.que les théorémes &noncés

plus haut. En effet, le premier théordme affirme que, le systlme
centré (8.2) admettant la éolution statique F = ‘E, , et les pa-
rties réelles de toutes les racines de 1l'&quation caractéristi-

que (8.4) du systéme aux variations &tant négatives, toutes les
solutions du systéme exact, proches de Eo au moment initial
t = 0 , resteront en proches pour tous les t> 0.

Supposons, pour simplifier, que les racines Jl‘. de 1'é-

quation caracteristique (8.4) soient toutes négatives et distin-

ctes entre elles, et que nous ayons fait subir au systdme de dé&-

part, tout comme au systldme centrf, un changement, afin que la

matrice du systéme aux variations (8.4) soit diagonale. Prenons

une fonction de Liapounov

2 & a
/= (‘t_“- x )+ (gu- 2,) ¢ (gm-mu) - (8.16)
Puisocue dans le cas considéré toutes les X(f,m)a O,

la condition b) du dernier théordme est remplie.

knsuite on a

P(t,2)= Z )( (tx Z (8-2,) X, (bx), @D

=1 n

n n N
9, =2 %(E“—:c‘.)Xu(a:‘.)=2l2’_‘(§b,.-x;)ﬁi< 0, (8.18)
d'od il découle la stabilité de .:e'_. = g'_‘

De maniére analogue on pourrait obtenir les assertions

du second théoréme traitant le cas ol le systéme centré admet
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une solution périodique.
BEn terminant umes legons, je n'ai point mentionné de no-
ubreux résultats, obtenus ces dernidres années et se rattachant
au développement de la méthode de centrage pour les équations

différentielles & 1'hérédité, pour les égquations singuliédres,
pour les &guations dérivées partielles, de m&me que pour les
équations intégro-différentielles, pour les équations stochasti-
cues, etc.. J'ai seulement dit succinctement de certains résul-
+tats, relasivenent nouveaux, concernant la m&thode de centrage.
De plus, je veux moter, qu'avec toute son immense portée, la mé-
thode de ‘centrage n'est point une méthode unique et absolument
universelle, destinée 4 &tudier les problémes des oscillations
non-linédaires. Elle doit &tre regardée comume une partie de la
théorie géntrale des méthodes asymptotiques, & la créatiom des-
quelles N.n. Zrylov et N.N. Bogolioubov ont contribué essentiel-
lement. Mais, prisc en son état .actuel, renforcée par la justi-

fication mathématique approfondie sous tous ses aspects, la mét-
hode de centrage est trds efficace, elle donne la possibilité de
résoudre une trds large classe de probldmes divers de la mécani-
que non-lin&aire. En outre, on peut affirmer avec toute assurance,

que les possibilités de cette mbthode se trouveront dans l'avenir
plus &largies.

Or, en rapport avec cela, je vecux parler de certains as-
pects du développement ultérieur de la méthode de centrage du po-
int de wue théorique, tout comme du point de vue dec ses applica-
tions aux nouveaux problédmes d'actualité de la physique et des
techniques.
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L'un de ces aspects est le développement ultérieur de
la méthode de centrage dans les recherches sur les &quations
non-linéaires aux dérivées partielles, la justification mathémati

que des résultats, qui pourront &tre obtenus dans ce doinne, et
leur application aux nouveaux probldmes de la hydrodynamique, de
la magnéto-dynamique, de l'optique non-lindaire, de la thermo-&-
lasticité, de la visco-&lasticité thermique.

De larges possihilités pour l'application de la mé&thode
de centrage sont présentées par 1l'&tude de nombreux probldmes
nouveaux qui apparaissent dans la thforie de guidage et dans la
théorie de contrdle.

Des problémes importants naissent en examinant les sys-
tdmes aux poramdtres distribuds,qui oscillent dans un flot dtun
liquide ou d'un gaz rapide. Ld aussi la méthode de centrage tro-

uvera sllrement son application et son développement ultérieur.
Sans aucun doute, la méthode de centrage sera utile pour

la résolution des problémes compliques, liés avec des processus

dynamiques dans la biologie (la cybernétique biologique), pour

l'examination de nombreuses questions de l'économie et de la pla-
nification (la cybernétique &conomique). Nombre de ces problémes
dans leurs grandes lignes se réduisent & 1'étude des systémes
auto-oscillatoires au rétrocouplage dont l'examinafion 4 lteaide
de lz méthode de centrage sera assez efficace.

La généralisation ultérieure de la méthode de centrage,
elle aussi, présente beaucoup d'intérdt. Le centrage des foncti-
ons intervenant dans les deuxiémes membres des équations sous

forme standard est le plus simple cas du "lissement" de ces fon-
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ctions. En rapport avec cela, dsns de nombreux problémes il se-
rait important d'introduire des opérateurs lissants plus compli-
qués et de dfmontrer les théordmes établissant le rapport entre

les solutions des &quations exactes et des &quations aux deuxiéd-
mes menbres lissés, tout comme d'&laborer les algorithmes corre-

spondants.
L'étude des multiplicités intégrales pour les &guations

exactes et pour les &quations cenbtries correspondantes est aussi
un domaine de recherches extrémement important.

Dans ce domaine il est désirable d'&tudier d'une manid-
re plus détaillée les multiplicités intégrales en présence de
toutes sortes d'héréaités, des perturbations aléatoires, des va-
riables rapides et lentes, etc. Le centrage peut &tre utilisée
avec beaucoup d'efficacité en résolvant de nombreux problémes
dans la théorie de stabilit® et dans la thforie qualitative des
&quations différentielles.

De m&me, les recherches ultérieures sur de diverses cla=-
sses d'équations intégrales et intégro-différentielles au petit

paramdtre, tout comme sur les &quations non-lindaires aux déri-
vées partielles (proches de celles du type hyperbolique), dont
les deuxiélmes membres comprennent les intégrales, elles aussi

méritent l'attention. Pour ces é&quations il faudrait avant tout

élaborer les proctdés de la formation des approximations &levées,
de la sorte, comme cela a &t& illustrée dans la quatriélme et
dans quelgres autres legons pour les &quations différentielles

ordinaires sous forme standard, pour les &quations aux paramét-
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Th. Vogel

Premigdre lecon

1. 1. L'immense majorité des lois d'évolution des phénomenes natu-

rels et des processus techniques artificiels sont présentées sous for-

me linéaire, ou sont linéarisées d&s qu'on aborde vraiment leur étude.
Cela peut paraitre surprenant, car , suivant l'expression de Newton,
"la nature se rit de nos difficultés analytiques" ; e l'on soupgonne que
ler chercheurs ont utilisé tant bien que mal les outils dont ils connais-
sent le maniement, plutdét que de se forger ceux qui seraient adéquats
a4 leurs problemes. Cependant, un peu de reéiflexion permet d'aperce-
voir la justification du rdle en apparence disproportionné que les lois
lineaires jouent en physique et dans la technique; mais pour examiner
cette question, il est nécessaire de faire une distinction entre les
"phénomeénes spontanés", c'est & dire les évolutions qui suivent les lois
de la nature dans les circonstances données (et peu importe ici que

le phénomene ressortisse de la physique ou de la technique), et les
"processus voulus" , évolutions décidées a l'avance par l'homme, qui
reéalisa préalablement les conditions nécéssaires a leur déroulement.
Ces processus ne relevent donc que de la technique, les phénomeénes
spontanés se présentent tant dans 1'étude des évolutions naturelles que

dans celle des systémes artificiels.

Du pointr de vue mathématique , 1l'étude d'un systéme évolutif
pose en général un probléme aux limites : en effet, il faut distinguer
ce qui se passe au voisinage d'un point intérieur, ol reégne une loi
qui dépend de la nature du phénomene (élctromagnétique, mécanique,
calorifique, etc.), de ce qui a lieu pres d'un point frontiere, ol joue

la facon dont le systdme est raccordé au monde extérieur ; de. sorte.
qu'on aura & chercher une solution de l'équation valable pour 1'inté-
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rieur, telle que soient respectées,a la frontidre, certaines "condi

tions aux limites", qui se traduisent, elles aussi , par des équations.
Le probleme est linéaire si les deux lois, intérieure et frontaliere,

le sont ; il- est non-lineaire si 1'une d'elles ne l'est pas.

Or, les conditions aux limites sont souvent celles que 1l'ex-

périmentateur impose artificiellement avant de commencer ses obser-
vations : mode d'isolement ou de connexion par rapport 4 son environ-
nement, etc. Elles seront souvent simples, voire simplistes, donc li-
neaires. Une exception notable a cet énonceé est formée par les sy-
stémes ayant une partie de leur frontiere "libre", c'est a dire sans
interaction notable avec l'extérieur ;nous en verrons un example plus
loin, Je voudrais , a cette occasion, formuler quelques réserves a
1'égard de principes variationnels, a partir de quoi il est de plus en
plus frequent de voir decrire les lois de 1'évolution. Un tel principe
pose la stationnarité d'une fonctionnelle d'action,qui est généralement
une intégrale etendue au domaine qu'occupe le systéme. Une transfor-
mation élémentaire conduit & écrire qu'est nulle la somme de deux
intégrales, l'une de volume, l'autre étendue & la frontiere, ce qui re-
vient & écrire que sont nulles les deux expressions & intégrer. L'in-
tégrale & volume donne alors naissance a la loi interne d'évolution,
alors que celle qui est étendue & la surface conduit & des "conditions
aux limites naturelles". Il se trouve que, dans les problemes ¢lasti-
ques, les conditions aux limites pratiquement postulées sont des cas
particuliers des conditions aux limites naturelles (& moins que l'on ne
se soit forgé les notions qui paraissent aujourd'hui intuitives & partir
de la possibilité de mener le probleéme a bonne fin ) ; il n'en reste
pas moins choquant de voir imposer par le principe la facon dont
l'expérimentateur pourra relier le systeéme qu'il étudie au monde exte-
rieur. Cette objection perd évidemment de sa force dans le cas ol

les conditions aux frontieres som "libres", c'est 2 dire ol I'expé€ri-
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mentateur n'intervient pas pour les imposer.

On peut aussi reprocher aux méthodes variationnelles d'étre
"fermées" c'est & dire de ne pouvoir @tre étendues de manitre & te-
nir compte de phénomenes négligés dans la présentation classique,
tels que certaines formes de dissipation (frottement & la Coulomb, etc.)
I1 est souhaitable de poser des principes "ouverts", qui permettent de
retoucher les lois d'évolution pour tenir compte de tout nouveau phe-

nomeéne observe.

I1 faut donc dépasser les procédes du calcul variationnel,
et je ne puis pour indiquer voie possible, que renvoyer & l'ouvrage

de M. A. Biot, par exemple (1).

Reprenons , aprés cette digression,l'examen des non-linéa-
rités en physique mathématique: le plus souvent, c'est la loi interne
régissant 1'évolution qui sera non linéaire, et qui pourra, ou ne pour-
ra pas , étre linéarisée selon les circonstances ; c'est donc surtout

les lois internes que nous examinerons dans ce qui suit

La plupart de ces lois sont locales , c'est & dire qu'elles
sont établies au moyen d'un bilan entre des actions qui s'exercent dans
un petit domaine de variation des variables d'état; et elles expriment
des évolutions qui sont en général progressives et "lisses" , sauf
éventuellement prés de singularités dont le nombre est le plus souvent
tres reéduit. Certes, nous ne croyons plus, comme au moyen ige, que
"natura non facit saltus"; mais qu'on ait pu 1'affirmer et l'ériger en
principe indique combien une continuité apparente (& 1'echellemacrosco-
pique, s'entend) est la regle, le saut-l'exception. Si l'on se borne a
une étude locale d'une évolution progressive,l'approximation linéaire
est raisonnable, puisqu'elle revieni & confondre l'arc de trajectoire
avec sa corde, erreur qui reste faible lorsque l'arc est suffisamment

court; on peut donc prévoir qu'une représentation non linéaire de la
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loi d'évolution ne sera nécessaire que si l'on étend le domaine de
variation des parametres de phase, ou si l'on étudie des effets du
second ordre,ou enfin si l'on étudie le voisinage d'une singularite.
Au contraire, les processus artificiels pourront &tre, et seront sou-

vent, delibérément congus comme fortement non linkaires.

Nous commencerons donc par examiner quelques cas ol les
lois d'eéyolution d'un phénomeéne naturel ou technique sont non linéaires
au premier ordre, puis des cas ol la non-lineéairité est d'ordre supe-
rieur ; nous nous attacherons principalement, dans cette partie, &
des équations de forme simple et quasiment d'époullés des particulati-
tés des problémes qui leur ont donné naissance : on peut les retrou-
ver, de ce fait m&me dans des contextes trds différents. Cependant,
tous les problemes importants ne présentent pas cette simpligité ana-
lytique ; nous terminerons donc cette premiére partie par un rapide
apergu de quelques lois d'évolution plus compliquées, mais qui se ramé-
nent tous, plus ou moins directement, & une classe de systémes dy-
namiques décrits dans le plan et possédant une singularité miltiple;
nous montrerons comment la meéthode de M, José Argémi permet de
tracer le portrait topologique du systéme au voisinage de cette singu-

larite.

Une deuxidme partie de ce cours, dont M. Michel Jean a bien
voulu se charger, traitera des processus deélibérément congus comme
non lineaires, et en particulier de ceux qui interviennent dans la theo-

rie de la commande.

1. 2 Si les variables de phese qui déterminent 1'évolution d'un
systtme peuvent souvent &tre assujetties & évoluer dans un domaine
plus ou moins étroit, ce n'est pas le cas des écoulements de fluides
rapportés & des coordonnées eulériennes, Aussi 1'hydrodynamique est-

elle le domaine par excellence des équations non lindires en physique.



- 321 -

Th. Vogel

L'état de 1'écoulement en un point de l'espace physique est alors carac-
térisé par la vitesse g(x,y,z-t). La meécanique des milieux continus

donne pour loi générale du mouvement

(1) aa  _ y
f & -5 div?
avec d i
= Butu ¥ W

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'un fluide parfait, c'est & dire
dénué de viscosité : le tenseur des contraintes se réduit & sa partie

iso‘rope.
- péi] , et les composantes u, de u devront satisfaire aux équations

dynamiques d'Euler

i - pulu, -
(%) = PULe - PR

ol p est la densité , fi les composantes des forces appliquées massi-

ques. Pour déterminer la solution en u , il faut éliminer p et p entre

ces équations, celle qui exprime la continuité de la matigre,
(3) s (puyt =0
Pa™ LF% .

et la loi de comportement du matériau, dont on admettra ici qu'ellé

lie la densité & la pression. (" fluide barotrope ")

(4) p= gl
On voit que le systtme est non-linéaire au premier ordre, du fait de

(%) Nous supposons toujours dans ces legons que le repére est carté-
sien ; les indices supérieurs et inferieurs jouent le méme rdle, mais
la régle de sommation implicite ne s'applique que lorsqu'une m@éme

lettre se retrouvera en position covariante et controvariante
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la présence des termes en u']u], i (qui subsistent! seuls au second membre

des equations d'Euler lorsque 1'écoulement est permanent et qu'il n'y

a pas de forces massiques appliquées).

Lorsque le fluide n'est pas parfait, le tenssur das contraintes n'est
pas isotrope ; on peut alors. suivan' un théoréme général de cadlcul
tensoriel, le mettre sous la forme d'une somme de deux termes, le

premier isotrope, le second de trace nulle :

A

(5) 'L’;=—p:§i{ 3 2

o
[ XY

i -
k k

on dit que le fluide est visgueux (au_sens de Navier) lorsque Z est

lié au tenseur de déformation par une relation linéaire analogue & la

loi de Hooke pour les solides élastiques isotropes, soit

-\i ,m l y i ’1
(6) Tk“ - }\um Jk _/u’tu‘k_'—uk )
et puisque Tr T = 0=2A= - '2-_,0« ,
(7) ad . nye @ omogio i =
k / 3 um k_u,k-uk :

I1 s'ajoute donc aux équations d'Euler pour le fluide parfait un terme

%lk’k, ce qui donne les équations dites de Navier-Stokes
(8) p. :-P[u +uju +F-v(gu.’j,+u. .’j)j
i i, t i,j i 3 ) . i.j
1 y
ol 1'on a poseé _P_ fi = Fi et -P—: v. On remarquera qu'adopter 1'hypo-

these de Navier sur la viscosité linéaire revient i négliger des termes
qui seraient du deuxidme ordre devant ceux qui proviennent de l'expres-
sion de la dérivee de la vitesse ; il ne sera donc pas utile dans cet

aper¢u des effets du premier ordre de tenir compte de la viscosité.
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On peut éliminer p etp entre les équations (2) ou (8) , (3)
et (4) : les calculs pénibles, et nous nous coxatenterons de les expli-

citer pour un flduide barotrope en régime stationnaire {P T T L 0)

et pour des forces dépendant d'un potentiel suivant la loi Pfi = F’i'

2
En posant dp/d? = ¢ , on peut alors écrire les équations d'Euler

.3 2
9 + .
(9) Uj u, F,i c (logj:o),i
et 1'équation de continuité

k

i
(10) Foe© B Uegply

d'oll le relation cherchée

2 k k k j _
(11) [ u,k-uF,,k-uuuk,j—O

2 : :
On remarquera que ¢ est en général une fonction de la vitesse, en

vertu de l'intégrale de Bernoulli

3 i
a. -F
J dp/P u,u
p.

Si 1'écoulement est irrotationnel (u.L = 1Y ’i) , on peut étendre
(11) au régime non stationnaire en supposant c2 constant : on trouve

(12)
(12) e, +F p o ot ) Lt
Cuo P ™5 P PR A AT A

On peut dénoter o ¢ le premier membre linéaire et tb ‘P le second;
alors £‘l: j Gx , ot G est une solution élémentaire de & , et pour
aller plus loin il faudrait répondre & la question de savoir si l'opéra-

-1
teur & Y =6 est contractant; dans le cas particulier oh il le serait,

on pourrait appliquer un procéde”d'itération a la Picard :

(13) dgg=0s Loy, TP ot D p)b i
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1, 3. Ce procédé a été implicitement utilisé deés 1930 par Odgvist
(2), pour 1'étude d'un écoulement permanent d'un fluide visgueux incom-
pressible, que nous supposerons ici infiniment étendu pour simplifier:
on aura

1

£. (u,p) = p . - Au - pF,
(14) i ,1i P .

; _ i
Yo, W) =" —puim g

Utilisons les solutions élémentaires de 1'équations de Laplace sous la

forme de Lorentz :

d..
i AxiAxi ) . FAY
(15) B_'u/A-GiJ. ~—J—r =il 41tgj _1__13_

ol r est la distance du point P(x) & M(x+Ax). En négligeant d'abord

Y onale probléme linéairisé de Stokes, qui donne

1

W G.. (P M) FM) am
ey RS %

B = F f g (P.M) FI(M) am

et la solution des équations non linéaires sera

-

- ik
u = T - |G, (P,Mu (M) w’ ¥ (M) dM
(17) 1 i Jl] k

i

p = B -;:fgj (®. M) u (M) o) am

i L
Pour permettre un calcul approché , Odqvist a supposé que les solutions

pouvaient &tre développées en séries entitres de ( -P):

_ .. (0) (1) 2 . (2)

81 ui.—ui - Pui . +P ui =g s
& (0) (1) 2 (2)

ui,j = ui,j - Pui,j + P u].”j = isiGie

La convergence est assurée lorsque les vitesse et leurs dérivées re-

stent suffisamment petites : pour préciser, il existe toujeurs deux nom-

bres positifs G et G' tels que pour toute f(M) raisonnablement continue
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|fc.ij (P,M) f (M) aM | < G sup |f|
thij'k (P,M) f (M) dM|< G' sup |f]

Si alors U = sup |ui| et U'= sup |ui jl la convergence sera assurée

tant que

(20) p<[Vou + Vou]?

On peut se demander si cette solution, dont 1l'existence est rigoureuse-
ment etablie, mais dont les présupposés physiques paraissent peu réa-
listes, est bien féconde ; nous ne connaissons pas d'application prati

ques du travail d'Oqvist.

_ En revanche, il y a de nombreux problémes oll se présentent natu-
rellement de petits parametres, et il est tentant alors d'appliquer la
méthode de Poincaré. Cela avait deéja été fait par Lord Rayleigh (3),
qui s'était d'ailleurs arrété 2 la deuxidme itération. Mais il faudrait

démontrer dans chaque cas la convergence du procédeé.

A titre d'exemple, voici un probléme d'écoulement stationnaire dans
un tuyau cylindrique, troublé par des vibrations sonores , récemment
étudié par Peube et Jallet (4): on suppose la vitesse de l'onde sonore
u, petite devant celle de 1'¢coulement U, de sorte que u_+ U # U;

on prend des variables réduites par la transformation
(x,y,t,ux,uy,uz U,p, ) —» (Lx,Dy,Dz Tt, uoux,uo‘.‘lyD/L,uDuzD/L,

Ll ¢ ) ; l'équation d'état en régime isotherme s'écri
U yv.pp cu. Pouo/ ) q g erit

alors p = p d'oll les équations du mouvement

= :
pt+MUpX+uli =0

(21) ¢ h ’ .
+ + =

: p,x+ux,t+M(qu,x qu,y- u U ) =0

2
L/D)%p,  + -
(L/D)"p,y + u y MU= 0

2 -
(L/D) p’z + uz,t +MUuZ’x =0
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avec M = Uo/c nombre de Mach de 1'écoulement stationnaire.
On en tire pour p l'équation nor linéaire aux dévivées partielles

= 2MUp £ 2M{u. U +u_ U 3+M2U2p

22 ) Apt -
( ) App,xx p,tt ,X .Y, X L,y Z,X ,Z , XX

avec A= (L/D)2 (3 _+9d_) . La condition aux limites est p _ = 0
vy zz — n

»

sur la paroi.

Si M est suffisamment petit, on pourra résoudre cette équation

par itérations successives, en posant

(23) p = P(y,x) ezﬂmlft P Z M"P (y, z) e 2W1(tfﬁﬂx) et
00
= n
p=xMLE
1'équation en est
2 2 M
4 ==4T
(24) Ap =4 [(1 MATU) /"’] 1- M/:!U (U.yp,ym,kp,x)‘
ol est une fonction de M. En dével ant Z—M—- en sérieentiére
L e : oPPAt 1 AMU

en M, les premiéres appro.ximations sont données par

ez Ap - - an’p (-ph)
Ap - - v’ [Plu-/& -2 AU+ p)]

etc.

Dans un travail qui s'inspire des mémes idées, mais qui est mené
en termes de potentiel des vitesses & partir de'1'équation (5), Peube et
Chassériaux (5) traitent le cas du tuyau & section variable, en régime
adiabatique ; ils aboutissent aux équaticrw :

1 Ef 2 ~
(26) Po,tt 5 {1_ ( ¥ DM g4t L?0'"JJ'(SLPO,::),::: =0

2

M. _ 2 i
(A1+ ‘\oo,xy) [1_ (r‘l}M((fo;t+ 2_?o,x] _[Fo,tt+ M "F u,x“?g,x )x

oll S(x) est la section du tuyau.
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Deuxi¢me legon
I I1 sera beaucoup question dans ce qui suit de systdémes

dispersifs; rappelons donc en quelques mots ce qu'est la disper-

sion des ondes en commengant par le cas linéaire.

On sait qu'un systéme évolutif régi par 1'équation de d'Alembert

,1i 2 _ -
(1) LT (1/c )u,tt =0, c = Const

2

est satisfaite par une onde plane
(2) u = f(k'ixl -ct)

qui se propage 2 vitesse constante, en ce sens qu'un accroissement
(kixl) &gal & ct. ne change pas la valeur de u, quelle que soit la

forme de l'onde (quelle que soit la foction f) ; une superposition
de telles ondes constitue un paquet qui se propage également & la
c, en gardant sa forme. Il n'en est plus de méme si 1l'on ajoute
au dalembertien un terme d'ordre différent de 2, par exemple si

l'on considére l'équation des télégraphistes

il 2 ; _
(3) u}i - (1/e9) (u,tt <« au) = 0
qui est cependant toujours linéaire : en effet,on ne pourra avoir
ici u = f(k:i:;:1 - vt) que ‘si
(4) (czkilst1 = vz) fr + af =-0

condition qui, pour une forme f donnée, lie la vitesse de propaga-
tion v au vecteur d'onde k ainsi qu'ad la constante c: un paquet

d'ondes se propagera avec une vitesse différente pour chacune de
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ses composantes; il aura donc distorsion de la forme résultante. Si

1'on part de la solution simple

(5) u0 = A cos (kx - vt)

( pour nous borner au cas d'une seule dimension spatiale afin d'alléger
l'écriture), avec A = A(k) et v = v(k), la solution générale s'obtiendra

par superposition :
(6) u=A (k) cos kx - v(k) dk.

Cette solution est en général inextricable, et ne laisse pas appa-
raltre les caracteéres saillants:de la propagation aussi a-t-on pratique-
ment recours a l'expression asymptotique pour x et t grands (s'entend:
devant deux dimensions caractéristique X,T du probleéme); on arrive,

par la meéthode du col par exemple, & l'expression

(7) u # A 2/ |vik] 92 cos (o - vl

4 un argument de phase prés, qui n'est généralement pas intéressant;

cette expression asymptotique peut s'écrire sous la méme forme que u,

(8) u = Acos (kx - vt)

mais avec des parametre A, k,v, fonctions lentement variables de x et
de t (s'entend: ces parametres sont localement quasi-constants sur un
domaine de variation de x et de t borné par des limites X', T' beau-

coup plus petites que X et T ).

Ce genre de considérations peut &tre étendu au cas non linéaire;
nous illustrerons cette généralisation en considérant, avec Whitham (1),
l'équation des télégraphistes généralisée

- o e N =0

(9) L\’xx u,tt V'(u)

(nous nous sommes débarrassés de la constante c en prenant des va-
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riables réduites & une échelle convenable). Une solution u = f(x - vt)

s'obtient par deux quadratures successives :

(10) (1-vhe =24 -%0)

2
(11) X -vt = V lév f dt
VA - V()

oll A est une constante d'intégration, déterminée par les conditions im-

posées & u dans le probléme. On a ainsi une solution du type

(12) u= f{x - v*; v;A)

avec des parametres v, A,. analogues 2 u, du cas linéaire: on cherchera
une solution plus générale en cunservant la mé&me forme, mais avec

v(x,t) et A(x,t) lentement variactes,

Pour déterminer ces parametres, on écrit des équations du premier
ordre & partir d'un principe de conservation, puis on applique la métho-

de de la moyenne au sens de Bogoliouboff et Mitropolsky.

Une loi de conservation dans le domaine x,t est une équation de

la forme

(13) Px+Q,t = 0

s
qui exprime que la variation d'une certaine grandeur dans l'espace est
exactement compensée par la variation d'une autre grandeur dans le

temps. Dans le cas de (9) on peut écrire
2 0 i

+Fu V@), Fu u ) =0

1
(14) ( 2 u,t 2 .=

ou encore

rta e 2w P lva) -0

(15) L ut) ,t & X 3

% I S

Nous avons donc affaire & deux équations indépendantes du type (13)

que nous remplacerons par les équations moyennées sur un intervalle
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spatial 2X en écrivant

x+X

- . T2 . g
(16) <P > <P >-<Q > =[5 Q&.na] =<q >

i)

xX
Si l'intervalle 2X est petit devant la longueur d'onde A ,les moyennes
ont forme (8) avec v et A constants; d'ailleurs, si le paquet moyenné
contient un nombre suffisant d'ondes, ces moyennes ne dépendent que
de v et de A ; les erreurs ‘commises sont de l'ordre de X évalué en

longueurs d'onde,

Pour que la méthode. s'applique, il faut que le nombre des (13)
indépendantes soit égal & celui des parametres v, A. Sans pouvoir dé-
montrer qu'il en est nécessairement ainsi, disons que cela s'est trou-
vé ainsi dans toutes les applications de la méthode qu'on a tentées,
Nous reviendrons d'ailleurs sur la question & propos des équations de

Korteweg-de Vries et de Burgers.

Les équations de conservations peuvent &tre déduites d'un principe
de stationnarité d'une action lagrangienne; cela est établi notamment
dans le Traité de Courant et Hilbert, t.I, § 12. 8. Pour notre exemple

schématique, le lagrangien est

2 2

- ;_u s

2

1
(17) L= 2 u,t

A titre d'exemple possédant un intérét physique (et que nous retrouve-
rons d'ailleurs), considérons le mouvement irrotationnel d'ondes de

gravité : si la surface libre est

(18) z = hix,y.t)
et le potentiel des vitesse,
h 1 e
(19) L:j (gPt+»—2~§PiLP +gz) dz
o]

La condition de stationnarité donne a l'interieur de fluide
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(20) Ap=0

avec les conditions "naturelles™ pour z =h

1 , i
- i =
i) ('P,t ot "P,i 1 e .
et (au moyen d'une intégration par parties)
,i -
(22) b X B =g, [yR0

Cette fagon d'écrire le lagrangien de manitre & .retrouver "naturelle-
ment" les conditions sur la surface libre est due a Luke (2) ; Whitham
traite le probldme en détail dans son Mémoire de 1967. On remarquera
que la caractdre libre de la surface z=h enleve ici de sa force & l'objec-
tion que j'ai opposée & la notion de conditions aux limites "naturelles",

et que je maintiens dans le cas général.

Si 1'on porte son attention,avec Lighthill, sur la classe de systé-
mes a une seule dimension spatiale qui admettent des solutions ondu-
latoires ot la fréquence est déterminée de fagon unique par le nombre
d'ondes k et par l'amplitude A, et que l'on définisse avec Whitham une

fonction potentielle

(23) 6: w=06_,;k=0 _,
et que l'on élimine A, le lagrangien moyenné (par unité de longueur)
est L(w,k) d'oh l'équation de Lagrange

(24) ) 45 Wy o3

soit en développant

B L.uue,tt 2 L, uke,tx H L,kk a,xx =0

C'est une équation quasi-linéaire en @, dont les coefficients sont des

fonctions connues de Bjt et de & = . On sait (voir par exemple Courant
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et Hilbert t H, n 1. 6) qu'il est possible de la linéariser d'une au moyen
d'une transformation de Legendre

(26) gp(u,k)=kx-ut-6=}t.P'u=tj (P,k=x
qui donne en effet

(27) (el = L P 28 e P Do ™ ©

Nous retrouverons l'opérateur crochet & propos du flambage des corps

¢lastiques minces.

* La discussion de cette équation prend deux formes differentes sui-
vant qu'elle est elliptique ou hyperbolique. Nous ne pouvons entrer ici
dans le détail des conséquences tres intéressantes que Lighthill en tire

dans deux Mémoires (3)

2,2. Nous n'avons pas l'intention d'aborder ici le probleme de l'existen-
ce et de l'unicité des solutions des équations de Navier-Stokes. Il a
fait 1'objet de travaux que J. Serrin qualifie d ' "effrayants" dans le
Handbuc’h d;er Physik, et dont on peut dire qu'ils ne résolvent pas la
question sous les hypoth&ses qui intéressent vraiment le mécanicien.
On peut ajouter qu'a suivre sans précautions jusqu'aleurs dernidres
conséquences des équations fondées sur des simplificationsqui ne peu-
vent &tre valableé, au mieux , que dans un domaine limité de variation
des grandeurs d'état, on risque d'aboutir & des résultats paradoxaux,

et nous renverrons a ce sujet au travail de P. Casal qui sera cité plus
loin & propos de la couche limite.

En ce qui nous concerne ici, il faut signaler que ces équations
présentent un caractére qui les distingue de <celles dont traite habituel-
lement la mécanique non linéaire: elles contiennent bien un petit para-
metre, celui de viscosité ,mais celui-ci affecte justement un terme

linéaire, et non le terme dissipatif, Nous allons examiner le comporte-
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ment qui en résulte dans un cas trés simple, celui de l'ecoulement
unidimensionnel , sous pression constante. d'un fluide visqueux:1l'équa-

tion d'évolution est alors

(28) u, + uu - Yu =0

Cette équation se rencontre dans plusieurs autres problémes de
physique ; elle a notamment été proposée par J. M. Burgers comme
un modele mathématique de la turbulence (4), et pour cette raison plu-
sieurs auteurs la nomment "équation de Burgers"; c'est ce que nous
ferons aussi, pour abréger . On apercgoit tout de suite que (28) peut

s'écrire

(29) u , + (F(u) = 0 avec F(u) = ;— u2 - yu

S X

:

c'est donc une loi de :onservation du type (13). Une intégrale premig-
re est donnée par F(u) = const; elle correspond & un écoulement sta-
tionnaire.

Revenons un instant sur la nofion de loi de conservation dans le
cas présent:

I1 s'agit d'exprimer que la variation de l'intégrale de u dans un
domaine s'accroit dans le temps d'une gquantité égale au flux de cette
grandeur & travers la frontidre du domaine; soit , si u= u (x,t) et
que le flux aux extrémités de l'intervalle de variation de x soit une

fonction F donnée,

d

.

(30) u(x,t,)dx + F(u(x"‘),x",t)—F(u(x‘),x‘,t) =0

1
si ue C satisfait (30) on a

(31) u, o+ (F(x,u,t)))l': =0

)

qui est une équation dont (29) est un cas simple. (Pour obtenir cette
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équation, on différentie (30) par rapport & x', puis on fait x''s x'=x).’
Ainsi, toute solution classique (locale) de (31) satisfait (30). Mais (30)
admet aussi des solutions discontinues (valables dans tout le domaine):
on dit qu'elles sont les "solutions faibles" de 1'équation différentielle.
Pour une telle s‘:c;lution u, ona

.+ .
(32) jfv Mo v Fldxdt = 0

il : 3

quelle que soit la fonction d'épreuve v € Cl.

Considérons un ensembple de points P oli la solution’ est discontinue:
si m,n, sont les cosinus directeurs du lieu des P, on a la relation de

saut
(33) m [u t] +n [F(u)] =0 :

Cette relation entre les sauts de u ¢ et de F(u) distingue le lieu en

»

questior d'une caractéristique, et fait pour déterminer entiérement une
solution faible on a besoin d'une relation supplémentaire. Dans le cas
d'une équation linéaire, la solution ne peut &tre discontinue que si les
conditions initiales le sont; ici, il n'en est plus de méme: une solution
peut commencer son évolution d'une fagon continue, et "déferler" au

bout d'un certain parcours.

On appelle "onde de choc" une solution faible & deux marches d'esca-
lier. dont le point de discontinuité. se propage a une vitesse ¢ qui

satisfait & la condition de saut:

e [a] - [r]

X -8 <0 :u-=u
o

(34)

x—ct>0:u=u1

Dans (31), F ne dépendait pas explicitement des dérivées spatiales

de u; pour retrouver l'équation de Burgers, ainsi qu'une importante
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équation voisine dont il sera question tout & l'heure ,ajoutons un ter-
me dissipatif et un terme dispersif soit

(35) u, + (F(u))’X + (au i T bu,xx) i " 0,

ol les coefficients a.b dépendent d'un petit parametre que nous ferons
tendre vers 0. Examinons une solution de (31) qui ait la forme d'une
onde progressive,

(36) u=Uly) ; y=x-ct:

U devra satisfaire 1'équation différentielle ordinaire "associée" & notre

probleme,

(37) ~cU' + F' + aU" + bU'"' =0
dont une intégrale premiére est

(38) - cU + F(U) + aU' + bU" = K.

Que faut-il pour que U tende vers U lorsque £ tend vers 0? il est
clair qu'on devra avoir

(39) lim Uf(y) = uo ; lim U(y) = uy

Yy -w ¥y +ec
Dans le cas le plus simple ol b = 0, cela signifie que uo et u1 sont

deux points critiques de 1'équation associée (ce qui exige d'ailleurs,
en vertu de la relation de saut, que K ait pour valeur cuD + F(uo).
Si b # 0, on remplacera l'équation associée en U par le systéme équi-

valent en U,V :
(40) U' =V ; bV!' = ¢U - F(U) -aV + K ;

On montrera alors que si V += lim V(y), il faut nécessairement que
yait: @

ces deux limites soient nulles; de sorte que notre condition est que
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(uo,O) et (u,,0) soient deux points critiques du systéme. Si ces condi-

1
tions sont satisfaites, il y a donc une onde progressive U qui joint les
deux limites de l'onde de choec, laquelle apparait comme la limite de
déformation d'une famille d'ondes progressives. On peut encore dire,
inversement , que l'effet d'un terme dissipatif est d'adoucir la discon-
tinuité de l'onde de choc

Le raisonnement n'est valable que si a # 0; dans le cas purement
dispersif,le systéme associé est hamiltonien & un degré de liberté,
c'est & dire & deux dimensions; on s'apercgoit alors que l'un des points
critiques est un centre, de sorte qu'on ne peut le joindre au second
par une trajectoire. Ainsi,les ondes progressives d'un syétéme pure-
ment dispersif ne peuvent tendre vers une onde de choc. Nous verrons
&4 propos de 1l'équation de Korteweg-de Vries que 1'équation non linéaire

purement dispersive jouit d'un certain nombre de p:opriétés remarqua-

bles.

La méthode qui consiste & approcher ucs solutions de systémes
Hyperboliques par une suite de solutions de problémes associés a fait
l'objet, depuis quelques années de travaux assez nombreux, notamment
de ceux de P.D.Lax, de Glimm, et de Smoller et collaborateurs (5)
(6) (7) (8) (9) (10). Bornons-nous & signaler que les résultats ont été
notamment étendus au cas de systémes du type

(41) U g, & F(U)) _ (PU‘X)

3 E E) >

oli U est un n-vecteur et P une fonction matricielle qui joue un rdéle

analogue a celui de la viscosité.

Avant de passer au cas dispersif, réglons celui de 1'équation de
Burgers qui représente une jorme trés simple d‘équation avec dissi-

pation : si l'on prend pour nouvelle fonction inconnue

(42) v = exp (ufa),
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il vient

1 1 2 "X ‘Xx
(43) 2av‘t+(2a+va) vé—«a? = =0,

qui pour a = 2V se réduit & l'équation linéaire de la chaleur

(44) v’t - \?v‘xx =0.

Cette transformation ingénieuse, trouvée & peu prés simultanément

par E. Hopf (11) et par J.D. Cole (12), résout donc entitrement le

probleme de 1l'équation de Burgers, ol il apparaft que la non linéarité,

uoique du premier ordre, n'est pas essentielle, mais peut tre écar-
quoiq P P

tée par un choix convenable des variables.
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Zroisitme  Jocon
3,1. Parmi les équations de conservation non linéaires du type di-
spersif,1'une des§ plus anciennement formulées (1895) est celle de Kor-
teweg et de Vries (1) Elle a été rencontrée recemment dans les con-
textes les plus divers mais il parait plus raisonnable de la présenter
dans le probléme d'hydrodynamique qui occupait ses premiers inventeurs.
et qui est d'ailleurs dans la suite directe des  exemples dont il a été
question jusqu'ici.

Soit donc un fluide parfzit incompressible. pesant et doué de ten-
sion superficielle, qui s'écoule sans tourbillons dans un canal large
de profondeur finie h. =avec une vitesse U constante au fond y = 0
Soit y(x,t) = h + Y(x.t) 1'équation de sa surface libre, ¢ le potentiel

des vitesses » l'intérieur du fluide. Ce potentiel est harmonique :
(1) Ag =0,
et il doit s~tisfaire les conditions aux limites
(2) ¢y=0poury=0
- = = +
BB 7 =3, pory=h¥

et enfin une condition qui exprime la constance de p/P sur la surfa-

ce libre, soit

»l _
r o+ Ty,xx =0

(3) CW) - $, -8y -z b

Les premiers termes proviennent de l'intégrale de Bernouilli, le
dernier représente l'effet de la tension superficielle, proportionnelle
4 la courbure de la surface pour laquelle on adopte l'approximation

linéaire y ;
.4

Si l'on développe gﬁ)éat b y en séries entiéres en y, et que l'on
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arréte les développements aux .ermes de second ordre, on obtient
1'¢quation de Korteweg et de Vries, valable pour des ondes longues,

(4) Y, = AYY + BY

it 2 XXX

ou A et B sont des fonction de h, : de U et de T. Un changement d'é-
chelle sur Y et x permet d'écrire cette éguation sous la forme cano-

nique
(5) Y  +YY + BY =0

Cette équation non linéaire aux dérivées partielles posséde des

propriétés remarquables, qui n'ont pas encore été étudiées a fond.

Notons 1'allure générale des solutions : si 1'on prend 1'équation
sous la forme (5), et si les conditions initiales sont continues la so-
lution l'est aussi; lorsque B croft (tout en restant petit), il tend & se
former une discontinuité pour t grand, mais cette tendance est combattue
par l'accroissement rapide de Y —_— malgré la petitesse de son coef-
ficient, de sorte que la solution r:este continue, Au voisinage de la qua-
si-discontinuitd , il apparatt des oscillations d'amplitude finie et de
faible longueur d'onde, qui finissent par s'étendre & tout l'espace.
C'est 12 un comportement qui contraste avec celui de l'équation de

Burgers, pour laquelle on a trouvé des ondes de chor classique.

On apergoit immédiatement une fagon d'écrire 1'équation KdV sous

forme d'une loi de conservation (nous faisons désormais B = 1):

) ¥ +(iviiyy ) -0

et une deuxidme fagon,aprés multiplication par Y :

2 I .3
)t+(§Y +YY,

K

1 B .
-3Y 9 =0

1
(7) (3 ¥ % Ly

XXx

mais Miurra (2) a::montré qu'il existait une infinité de lois de ce type,
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oll la densité conservée et son flux sont des polyndmes en Y et en
ses dérivées, ne contenant pas explicitement x ni t.
Examinons maintenant quelques propriétés particulidres de 1'équa-

tion Korteweg-de Vries (3), (4), (5).

Py

1 Ondes solitaires :

Cherchons une solution en forme d'onde progressive,
(8) Y = S{x - ct):

en poriant cette expression dans (1), il vient
(9) - ¢S 4 85 4+ S =0

qui s'intégre sans difficulté trois fois, en supposant S et ses dérivées

nulles & l'i_nfini:

-cs+%sz+s‘n - 0=> -cS +%53+s- =0=~>x=]s—ds—

intégrale classique qui s'inverse ainsi :
S = 3c/ch2 (x EZE).

On a affaire & une intumescence dont l'amplitude maximale 3c est
originellement 4. 1'abscisse 0,qui tend asymptotiquement vers 0 lorsque
x croit indéfiniment, et qui se propage sans changer de forme,a la vi-
tesse ¢ (d'ailleurs arbitraire, pourvu qu'elle soit positive); il existe
une infinité de ces "ondes solitaires'", dispersives puisque chacune est
animée de sa propre vitesse.

L'équation différentielle des ondes solitaires avait été établie et
résolue dés 1872 par Boussinesq.

" Le principe de superposition ne s'applique naturellement pas & ces
solutions d'une équation non linéaire; aussi est-il curieux de constater
qu'expérimentalement (c'est & dire sur une calculatrice) on constate
quelque chose qui y ressemble fort: Kruskal et Zabusky (voir (5)), qui

ont réuni un riche ensemble de calculs numériques & ce sujet,formu-
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lent . une "conjecture": si. Y est une solution de (49) tendant vers 0 &

l'infini, il existe deux suites discrites de nombres réels {cn} et {pr},

les premiers positifs, et telles que Y(x+ct,t) tende pour t croissant
indefiniment, vers S(x - on,cn) si ce{cn}, et vers 0 pour toute autre

valeur de c. Ongpeut alors appeler les <, des "vitesse propres" de (49)

3. Il est intéressant de donner une liste de transformations qui lais-
sent invariante 1'équation (1) :

a) il en est ainsi des translations x-»x+a , t*t+b.

3
b) il en est de mé&me des changements d'échelles x-cx, t-oc t
Y- c-ZY.
On notera que c = -1 inverse les signes de x et de t, de sorte que la

loi d'évolution (3) est réversible.

c) L'invariance est encore assurée lors de la transformation galiléen-
ne x-»x' = xtct, t+t'=t, Y>Y' =Y =c

3. On peut remarquer que l'équation non homogéne

+ + = =
(10) P2 U L 2 (t).

se déduit de KdV par la transformation
x=x'=x -2z (t), tat' =1, Y ->Yx,t) +tz 1 (t)

qui représente l'effet d'une translation accélérée de 1l'axe des x. Cette
équation (10) se rencontre notamment dans 1'étude de la propagation

d'ondes acoustiques dans les réseaux ioniques non-harmoniques.

4. Considérons 1'équation classique de Sturm-Liouville
1
4+ —— 2 =
(11) 3 e (Y -Ay=o,

olt Y =Y (x,t) est une fonction donnée: les fonctions propres ¥, et les

valeurs propres Xr se trouvent, par suite de 1'existence de l'argument
1 "
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t'dans Y, elles-mémes paramétrées ‘en t. Supposons maintenant que
Y soit une solutions de (5), et éliminons cette fonction entre (5) et{(11);
il vient

L
A,t - ‘fz [(Ip'sx) = llj:x){w’t =5 wj}i?{f;}g +\F,xxx+)\ly,xj,x

s 7 : )
En multipliant par ¥ et en intégrant sur un période, il reste

A =0,

.t

de sorte que chaque valeur propre est une constante du mouvement.

Je ne peux m'étendre davantage sur l'équation de Korteweg de
Vr.ies et ses propriétés, mais je voudrais pour terminer indiquer qu'on
la retrouve dans un probléme important de mécanique. qui est un mo-
d’élel fructueux pour celui de la propagation d'une onde sonore plane dans
un milieu avec collision des phonons, probiéme dont 1'¢tude a été amor-
cée .en 1914 paf Debye, et a fait depuis, notamment,l'objet des travaux

de Fermi, Pasta et Ulam.

Nous considérons une file de masses ponctuelles d'é¢longations

yi(x,f), reliées par des ressorts &4 caractéristiques paraboliqueg
2 . '
(12) F =k (A +(J1°)  of petit
On est amené & écrire 1'équation différentielle aux différences
2
(i Y; = Gy Uiy - 25 ) [ +ellyy, -y )]
et en passant au continu par l'intermédiaire du développement de Tay-

lor

2
= + +
(14) Yi+1 yi = hyi,x (b /2)yi,xx -

on obtient 1l'équation du 4e ordre (on ne peut s'arréter plus t3t si l'on

veut rendre compte des phénoménes de relaxation)

{15)

2 2
= + +
elday )y ot WY

MY
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2 2
avec 02 = uo h et a = 2o(h,

Mais si 1'on considére les deux directions caractéristiques de Rie-

mann

Fg™ L (v /o) + (2/3¢) Cirvay)®/2 = & (l/c)y,t+y,x+(a/4)y,x2+"

; 2
on s'apercoit que r, est 0(a’), donc négligeable, de sorte qu'il reste

une équation du 3e ordre en r. Si l'on fait la transformation
x—=x -ct; t — act/2

il vient 1'équation KdV

1]

(5") r,+rr _+ Br =0 (B h2/12 a).

t M 4 , XXX

3.2 L'équation exacte du son dans un gaz non dissipatif est, pour une

propagation dans une directior déterminée

(16) U g (1+U )'1 'XU
6] , X , XX

i

(x variable lagrangienne), ou encore, ‘en posant U x - M

2
c
_ _o . . -7
(17) m .= - ¥ [(1+ m) j’xx

Romilly (6) pose encore

. (1+m)¥-2

o 2

' ‘1/3-' = o
diot (= ),tt o Y z,xx

qui admet notamment une solution A variables séparées z = X(x)T(t) pour

laquelle

1 , XX

-1 _ : ' ) 2, -1/f
(T lk),tt_'k T; . X '(klﬂ_"o)x
et en particulier I' = (k,t + kB)Tx X =kyx + kg est solution (k = 0), d'onr
on remonte aisément & m et & U,

On peut également trouver une solution particuliére & forme d'onde pro-
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gressive constante,

z = z(x-vt)= z (s),d'oﬁ

(e 2lp =

2, 1y
v ( ),ﬁ 134

et en intégrant

v;gz-l/a’ = (COZ/{)Z 4 krE + k"

qui donne

2
IR

wy = KM - K W) x (e 2fp v

Pour un gas dissipatif on a d'abord la relation classique

Pa™ - b
quant & l'expression de p, il faut ajouter & la loi adiabatique
o
= 1+
prp dku )
un terme dissipatif. Romilly admet qu'il s'agit d'un terme dissipatif

proportionnel au gradient de la vitesse, soit, en coordonnées lagrangien-

nes,
-1

u
- 1+ ,xt
n( u,x)
1'équation du mouvement est donc

] =0

- 1
pou’tt + [po (1+u,x) —rz(1+u’x) U -

soit encore,en posant u x= m,

m -y -1 B
(18) Po t +[p0(1+m) = (l+m‘) m’t:l xx =0

C'est encore comme on voir,une loi de conservation.

Romilly obtient des solutions exactes valables pour des cas particu-
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liers. Evidemment, tout repose sur l'hypothése que la dissipation a la
forme postulée :c'est un point qui demande a étre confirmé expérimen-

talement,

3. 3. Je considére maintenant 1'écoulement permanent d'un fluide in-
compressible faiblement visqueux le long d'une paroi semi-infinie: on
sait que les effets de la viscosité se localisent surtout dans une couche
d'epaisseur d =0( \?1/2) attenant A la paroi, et dite "couche limite".

Supposons que loin de la paroi (pour y tres grand),la vitesse du fluide

soit

(19) u = U(x); uy =0 ;
en écrivant les équations d'Euler dans la couche limite,oli le mouve-
ment est bidimensionnel (uX - lp’,y; uy = - qf’x), et en prenant pour

nouvelle abcisse Vx = ?,il vient

20 . 4 ¢ =0
) Y.yyy = Y.y ]\L,y5+v,g Y. yy

avec les conditions aux limites

(adhérence & la paroi) : y = 03y

§

(raccord avec le régime v-c =>\}‘ = 0; y = U (g),
: s sl
non troublé au loin) f‘

La solution q{ (Y§?’ ,y;U) ne doit pas changer lorsqu'on change les
échelles des longueurs et des vitesses: d'oll , si U est constante,les

expressions de Blasius

(21) vy =\vUzt(z);  z = yVU/vx

avec pour f 1'équation différentielle 2f™ + ff" = 0 , en changeant 1'échel-
le des z,
(22) fm 4+ ff1 = 0 s

les conditions aux limites sont f(0) = f'(0) = 0 ; lim f'(z) = 1.(7)
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L'idée qui vient tout de suite & l'esprit consiste a étudier cette
équation suivant la méthode classique dans un espace & trois dimensions,
en posant

f'=g;g =h d'ou par (22) h' = fh ;
mais 1'axe des f est alors une ligne singuliére, ce qui est une difficulte:
P.Casal (8) a donné une méthode élégante pour lever cette difficulté:
partant de considérations de groupes de symétrie que nous ne dévelop-
perons pas ici, il fait le changement de variables

(23) Yy = u'fy = v

d'ott uv = y/y',et par suite

_ [ au [ duw
log y = J = et x = e ;
d'autrepart, (22) et (23) donnent le systéme
du _ dv
uv -(2-v) (u-2v+ 3)

qui admet & distance finie, un noeud répulsif (u=0, v=2), un col

(u=0, v = 3/2), et un foyer attractif (u-3,v=0), et a 1infini,un noeud
dans la direction u = 0, et un col. dans la direction u=v, et une singula-
rité d'ordre 2 (col et noeud confondus) dans la direction v=o. La figu-
re montre 1'allure des trajectoires; on remarquera qu'il y a une sépa-
ratrice allant d'un col & l'autre,de sorte que le systdme est structurel-
lement instable. Cette considération suffirait & nous mettre en grade
contre trop de confiance dans la formulation du probléme; Casal voit
cette formulation comme inadéquate parce que la paroi est assimilée

34 un demi-plan infini, d'ott dissipation d'énergie infinie. Il souligne,
d'autre part,le caractére paradoxal de certains conséquences de la théo-
rie: c'est ainsi que si l'on suppose la vitesse & la paroi non nulle (y'
non nul & l'origine), on constate que si la solution est unique et possi-
ble pour une vitesse dans le sens de l'écoulement,il n'y a pas de so-

lution si \g < -0,352V, et il y en a deux (dont l'une correspond & une



- 349 -

Th Vogel

couche limite trés épaisse) si g 0,352V < V < 0. Ce résultat est phy-
[}

siquement inadmissible, et indique de plus une instabilité pour V, #0.

(s')

v=2 S A —————
S —
L3
s *2
F
/ r:
()

On peut aisément généraliser ces considérations en envisageant le
cas ou U varie proportionnellement & la puissance m de? :on obtient

ainsi 1'équation de Falkner et Skan (9)

“+

(24) o+ __mzl_ ftn + m (1-1%) = 0.

11 semWle, si 1'on suit Homann (10), que les choses se présentent
de fagon assez analogue au voisinage d'un point de stagnation devant
un obstacle. Considérons pour commencer le cas plan:en l'absence de
viscosité, Homann écrit

2
2 2 a 2 2
u = ax; v=ay; po -p = —gf (u +v) = sz*-(x +y ).

S'il y a viscosité, il adopte les expressions de Hiemenz (11)

us= -f(x); v=yl'x)s p_p - P":""“[fo) ty?]
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avec les conditions aux limites

i

x = 0: u=v=0 = f='=0; x=ew : v=V, f' =0,

Les équations de Navier deviennent

1 a’
(25) ‘llujx+ VllJ = ?— p-x + ¥ (UAJ xx+u,yy) = ff'= __.2_.‘ Frofn
2
@ %. B fl+ .i_ fz
2 2
- 1 2 2
uv, +vv = ———p + V(v __+v )f1T_ff" = a + P
X )y P , Y JXX L, Yy

Dans le cas d'un écoulement et d'un obstacle de révolution,on a

o~
de meme

2
— - = f - b = ,.ﬁﬁ@__ 2 . =
u, = -flz);u = rf (z)/2 ; P, - P . [Pl &2 ] ; Vo 0
et les équations de Navier donnent

(26) o vl =ty = @72)F e,

Tous les coefficients numériques peuvent €tre rendus égaux & 1

par un changement de variables

z—z \fa/v ; f(z) = 2f(2) Va_v.

Enfin , Howarth (12) a étendu cette étude au cas d'un écoulement
tridimensionnel et d'un obstacle limité par un surface développable;
il suppose que les vitesses non troublées par l'obstacle soient Ux=ax,

Uy= by et pose pour les vitesses troublées

27) u = axf'(g); u.Y = byg'(t;); ol . ‘5’: z \fa/v
On est conduit aux équations simultanées .
(28) £+ £ +(b/a)gf" + 1 - £ = 0
g"’ 4 gg"+(a/b) fg" +1 - gr2 =0

avec les conditions aux limites
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£(0) = g(0) =£'(0) =g'(0) = 0; lim f' (3) = lim g' (%) =1
. £
On voit que l'on se trouve en présence de toute une famille d'équa-

tions différentielles d'aspect voisin,obtenues grice & des hypotheses
que le succds seul peut justifier. Mais le trés joli procédé que nous
venons d'esquisser i propos de l'équation (22) n'est malheureusement
pas applicable & 1l'équation de Falkner et Skan pour m # 0,& cause de
la constante non nulle m qui y figure.

Coppel (13) a fait une étude poussés de l'équation générale

(29) fmo4 o+ A(1-£2) = 0
que laisse visiblement invariante la transformation (x,f)—(x/k,kf) avec
k = 1; de sorte que si f(x) est solution, -f(-x) et if(ix) le sont encore.

(29) est équivalente au systéme autonome dans R3
(30) f' = g, g = h; h' = fh-)\(l-gz)

Coppel montre qu'il existe une solution & ce systtme pour les

cunditions aux limites
£(0) = a; g(0) = b; gle) =1

lorsque a b sont deux constantes non négatives; suivant que b ; L.'’h ; 0
pour Vxé&[0,], et la solution est unique. Le paramétre X a trois va-
leurs remarquables : 0 (cas ol l'on se reportera a4 1'étude de P. Casal
ci-dessus), 1/2 et 2/3. On démontre que si f(x) est une solution valable
pour x trés grand, et que g tende vers une limite, celle-ci ne peut
étre que +1 pour tout A# 0; si h tend vers une limite, celle-ci est 0
pour tout A% .1/2 ; et si h' tend vers une limite, celle-ci est 0 pour
tout A# 2/3.

Si )\ejo,;—]on distingue 5 types de solutions :

: 2.\ 2 A A-2 2
Fligm=lgg= et | g=a" [f]s g= =1
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Pour A > 1/2, les résultats de la discussion sont incomplets.
L'allure qualitative des trajectoires de (30) peut étre étudiée par

la méthode de Poincaré , en partageant l'espace en 24 régions, délimi-

tées par les surfaces f=0; g=0; g =+ 1 ; h =0; h' = 0. Nous reviendrons

plus loin sur les trajectoires dans la région

fr<ny g<-1;h<0; h <0}

que est particulidrement intéressante.
On retrouve une équation analogue a {(22) ou & (24) en étudiant dans
le cas de 1'écoulement plan les solutions a fonction de courant linéaire

par rapport & 1'une des coordonnées:

(30) Y= £(x) + ygx)

probleme étudié il y a longtemps par Riabouchinsky (14). En portant
I'expression de ¥ dans les équations de Navier-Stokes, il vient pour

f et g les équations difféerentielles

‘Pfl" < gf"l + gllfl = ?gf" i ggf" + g'gll = 0‘
qui s'intégrent une fois et donnent
(31) vim = flg! _gfn = C; ‘?gm & g12 = ggn = Cl,

les deux constantes d'intégration se réduisant & 0 si le domaine rempl

par le fluide est inifini, du fait que le pression doit rester finie.

On peut généraliser le probleme de Riabouchinsky en exigeant que
u_ soit telle fonction donnée F de u :on obtient alors 1'équation non

linéaire aux dérivées partielles en u = u
(32) uF' (u) - F (u)] u + yu =0
C 2 ¥ A
avec les conditions u=F(u) = 0 pour y=0; u = U const, F = 0 pour y = co.
n
En particulier, si F = u, on trouve u = 0 =u = f(x)+vg(x); si F=u ,

B

n > 1,le probléme se résout par deux quadratures.
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Quatriédme lecon

4.1 L'elasticit® est une branche de la mécanique des milieux continus,
qui traite de 1'équilibre entre les forces appliquées et les contraintes
internes dans une classe particulidre de corps déformables, dits élasti-
ques, et caractérisés par une relation biunivoque entre les déformations
et les contraintes. La théorie classique de 1'élasticité est linéarisée

4 trois niveaux différents,que l'on ne distingue pas toujours clairement:
a4 la base, au niveau géomeétrique, on admet, par une simplification qui
ne reste pas toujours valable dans les probleme concrets que l'on trai-
te ensuite, qu'il y a une relation linéaire entre les composantes du
vecteur de déplacement et celles du tenseur de déformation; puis ,au
niveau de la loi constitutive du corps étudié, on admet le plus souvent
une relation linéaire (une proportionnalité) entre le tenseur de déforma-
tion et le tenseur de contrainte (loi de Hooke); enfin,au niveau énergé-
tique, on admet que le lagrangien est quadratique, d'ol une loi d’équi-
libre linéaire aux déplacements: on peut encore dire que la loi d'équilibre

est caractérisée par un opérateur différentiel linéaire.

De ces différents niveaux de linéarisation, seul le demﬁéme a tou-
jours été percgu; les niveaux géometrique et énergétique n'ont attiré
1'attention qu'au XX e sidcle, gridce notamment aux travaux d'Almansi
et d'autres géometres italiens,puis en Franece & ceux de Léon Brillouin,

Plusieurs auteurs qui ont acquis une certaine notoriété en la matitre

depuis la guerre n'ont fait que reprendre'les considérations de ces de-
vanciers.

Rappelons d'abord que la déformation se traduit par une variation
de la distance entre deux points voisins dans le corps considéré, donc
par une variation de la forme différentielle fondamentale ds2. Si le dé-

placement est
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et qu'il soit une fonction continue des coordonnées initiales x! qui
o

correspondent & 1'état non contraint (ou "naturel" ) du corps,on a

et par conséquent

3 :
§ (as®) - [ui A T k] dx’dx®

ik
eik dx dx ;

on voit gue - les composantes du tenseur de déformation prennent deux

aspects, suivant que les deux indices sont &égaux ou différents; si i=k

(" dilatation"),

1) e.. = 2u , + Zj(uj‘i)z

sii# k(" glissement"),
' =
(1) O T Ykt Vet P LV Yk

la théorie classique néglige les termes quadratiques et bilinéaires ;

nous dénoterons éi la partie lineaire de e,

k k’
I1 est utile les applications de mettre en é&vidence les allongements
d'éléments de ligne paralltles aux axes,et les rotations d'angles: les

allongements sont

les angles de rotation (ou de “lg,isaillements") sont donnés par

sin (i, k) = eik /\/ (1+eii)(1+ekk)

Supposons que la non-linéairité "géométrique"que 1'on vient d'évaluer
intervienne seule,c'est & dire que l'on ait toujours,comme en élastici-

té classique,les relations
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1 1lmik
tenseur des contraintes: tm= c o eik

im i
la i =t - 2F
grangien o ui

1'équation de l'équilibre s'écrira

m m -
GC‘) u+ 46 u= 2F i
j m Imik . . .
avec & Tu =c (ui 5 Tl i) | opérateur lineaire de la théorie
classique
m__ 1mik, j . j L
Y u=c (u” u ) apport des termes bilinéaires

A TV Yk
de la déformation.

Comme en élasticité linéaire, l'application de ces formules géné-
rales & 1'étude d'un corps mince est pénible, et il vaut mieux traiter
ces cas directement, en faisant les approximations que suggere la con-
figuration du corps. Nous nous contenterons d'esquisser la solution
pour une plaque mince, c'est-2 dire peu étendue dans la direction =z :
on admettra que le déplacement de tout point a lieu le long de la nor-
male & la configuration naturelle de la surface moyenne, et que le
point déplacé conserve sa distance par rapport & la déformé de lasur-

face moyenne. On est alors conduit &4 écrire e, - 0, c'est & dire
(2) u _tu_ o tu out =0

Soient ﬁi(x,y) les déplacements d'un point de la surface moyenne
dont la position naturelle était (x,y,o0) : nous chercherons pour le dé-
placement du point primitivement situé en (x,y,z) une solution au dé-

placement de la forme

ui(x,y,z) = ﬁi(x,y) + zvi(x,y), Les (2) permettent alors d'expri-



- 357 -

Th. Vogel

mer les v en fonction des 1 ; on trouve, en négligeant dilatation et glis-

sement devant l'unité,

- A ,In ALk K,y 1.x Ak, x j,¥
@ vy= d 8P d 8T - ‘Sij)“‘ d )@ Y 45N

On en deduit les u, et par conséquent celles des déformations dont

la nullité n'a pas été postulée :

2
=@ + i =
(4) B = Oy F g, Y Ry Likm & o0 3
avec
A _ A A + 0 i
o) | S m W g Uy T
_ A ] A
b Y T Ve YT gt (-4 9 1k

On montre d'ailleures que les termes en 22 sont négligeables de-
vant ceux en z.

Tels sont les éléments de construction d'une théorie des plaques
minces poussée & la deuxidme approximation; la théorie non linéaire
de Von Karmaén constitue une approximation intermédiaire entre la pre-
migre et la deuxiéme (on l'obtient en négligeant, dans ce qui précede,
les termes non linéaires qui contiennent les dérivées des ﬁxet ﬁy).

Pour tout ce qui concerne ce paragraphe, voir (1) et (2).

4.2 Nous abordons des considérations physiques deés que nous voulons
4tablir une ralation entre les tenseurs de déformation et de contrainte,
Toute relation de ce type, posée a priori, définit une classe possibie de mi-
lieux contihus_ déformables;il s'agit de voir si une telle classe n'est pas
vide de représentants physiques, ou au moins s'il existe des corps qui peu-
vent @tre rangés dans dette classe en premitre approximation. Ce qu'on
entend par premigre approximation est que le comportement observé
de ces.corps présente des aspects qualitatifs qui sont tous explicé-'

bles par la relation constitutive, et des aspects quantitatifs dont les
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écarts & partir des prévisions théoriques sont raisonnablement bornés.

Les corps physiques les plus simples de ce point de vue sont ceux
qui peuvent &tre rangés dans les classes des solides élastiques, des
fluides visqueux, et des solides ou fluides viscoélastiques. Nous suppo-
serons dans tout ce qui siit, pour ne pas introduire des complications
qui ne seraient pas essentiellés,que les corps sont isotropes et homo-
genes; les corps €lastiques sont alors définis par l'existence d'une re-
lation fonctionnelle entre t et e, les corps visqueux par l'existence d'une
telle relation entre t et la vitesse de déformétion v les corps viscoéla-
stiques les plus simples par une relation entre t, e et v.

Rivlin et Ericksen ont &tudié la facon dont peut se présenter une
relation fonctionnelle qui conserve l'isotropie. On suppose la relation

analytiaue, de sorte que (3)

m
(6) t .= Mou- +ZMm(e) H
pour les corps élastiques, et
~ - m
= +
(M t=Mu ZMm(v)

pour; les corps visqueux. Ce sont 14 des relations entre des &tres in-
‘trinseques, par conséquent les coefficientsiM,M sont invariants par
rapport & un changement de repére: ils peuvent donc s'exprimer en
fonction de trois invariants I 1,12,13 indépendants, choisis comme inva-
rianis "principaux" de e (ou des invariants analogues de v, suivant
le cas).

Les choses se simplifient si 1'on a égard au théortme de Cayley-

Hamilton, en vertu duquel une matrice (un opérateur linéaire) satisfait

4 sa propre équation caractéristique ; celle-ci étant du troisitme degre,

(8)  e(1=u) = (e-e ) (e-e,) (e-e,) - e3-11e2+lze iy = B,

e3(et par conséquent toutes les puissances de e supérieures 4 3) s'ex-

2

prime donc en fonction de e et de e“ | de sorte que les séries entie-
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res que l'on a écrites & priori s'arrétent en fait aux termes du second
degré :

+€ Lo C I, +.o,

me {0,1,2} : M =C_,+C I +C ol

"
(@]

m>2: M =0,
m

Les corps élastiques gui obéissent & la loi de Hooke, sans précontrain-

te sont caractérisés par les valeurs

"

c 0; ¢

= const, ; ¢ B s =0
oo ol o

2

const. ¢ =..=0; ¢ =0 ¥n sim>1.

clo 11 mn

I1 en résulte la relation classique

= +
(10) Y3 = oy Jij ©10% ij

On voit que ¢_. = A =2 i ; .

q o1 et c10 )Ldans les notations le Lamé
La viscosité linéaire classique (newtonienne) suit les mémes lois,

sauf que 98 n'est pas nécessairement nul, mais représente la pression

hydrostatique :

~ o~ ~

= e + + y’
(11) f.s péij c0111 i CIOVij

1]
On notera que les vitesses v doivent satisfaire au principe d'objectivi-
té ; ce seront donc des dérivées matérielles des déformations, par
exemple des dérivées au sens de Jaumann :

: k Lk 'k .,k
vz + =, + =
(12) YgT Bt Byl s oy e e

Si 1'on donne aux coefficients M d'ordre 0 et 1 d'autres expressions
que ci-dessus,tout &n laissant nuls ceux de rang supérieur,on obtient
des corps élastiques (ou visqueux) linéaires, mais non-hookiens (ou

non newtoniens). Ceux-ci peuvent présenter un comportement qualita-
tif interdit aux corps de la thérie classique. Ainsi,dans le cas élasti-
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que Ii = 0 (déformation sans dilatation) n'entra®ne pas t; = 0, puisque
Mo n'est plus un simple multiple de 11; des contraintes hydroatatiques
peuvent produire des déformations A volume - constant, Inversement,

t; = 0 entratne

(13) oM + Mleil =0, |
de sorte que la dilatation n'est pas nulle, C'est 1'effet Kelvin, on voit
que, contrairement & ce qu'ont écrit quelque's auteurs, c'est un effet
du premier ordre et non du deuxidme. On aurait des effets analogues
pour les fluides visqueux linéaires non-newtoniens.

Si 1'on passe maintenant & la loi non linéaire

k
= + +
(14) tij Mo Jij Mleij Mzei ekj
pour les soliaes, et & l'expression analoguée pour les fluides visqueux,
on voit apparaitre des effets spécifiques du deuxidme ordre,dont nous

détacherons 1'effet Poynting et 1'effet Weissenberg:

a) A la déformation sans dilatation d'un solide,il correspond’

des contraintes principales

t.. = M +Me.ke
o : i

ii 2 ki

qui ne sont pas égales entre elles, puisque
: ; k k
i j=dee, + ey ey -

Cet effet a été observé des 1906 par Poynting sur des solides, son
analogue exact se retrouve dans les fluides non linéaires & évolution
isovolume . (8)

b) Dans l'expérience classique de Couette (cisaillement d'un flui-

de entre deux cylindres. coaxiaux tournant & des vitesse différentes),

on observe pour certains fluides une remontée le long du cylindre intérieur
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autrement dit il y a une composante verticale de la pression,dirigée
vers le haut, et plus forte aux faibles rayons: c'est l'effet Weissen-
berg. Il suffira pour en voir la nature de considérer le cas simple

oti le cylindre intérieur est fixe, et l'autre animé d'un mouvement de
rotation uniforme. On a alors vr6 = Wy = rw'(r), les autres composan-
tes de v sont nulles,

Mme Chezeaux a considéré, pour expliquer 1l'effet Weissenberg, une
classe de fluides qui résulte de la superposition d'un fluide purement
visqueux

t = t(v,vJJ J dénotant la dérivée de Jaumann et d'un

fluide hypoélastique

= w1,
soit ,7T étant un scalaire constant (de la nature d'un temps de relaxa-
tion),
(15) t+ ’ctJ=N%1+M1v+M2v2M3vJ+M4(vt=tv) +
M, Py M w0 ),

Les termes en vva, v(vJ)z, ect. sont supposés négligeables. (5)

De son c6té, Rivlin avait proposé (3),en s'appuyant sur une exten-

sion du théortme de Cayley-Hamilton,la forme

e A D e ~ 9 o~
(16) t—M0u+Mle+ Mze +M3v+M4 v +M5(ev+ve)+

+ M (e vive )+ M (ev2+v e)+MB(e2v2+v2e2).

Pour rendre compte de l'effet Weissenberg, Rivlin ne retient d'ailleurs
que les termes en MO’M , et ﬁ4(f1uide purement visqueux mais ncn
linéaire).

Enfin, Oldroyd propose (4) une forme qui est intermédiaire entre
celles de Rivlin et de Mme, Chezeaux,fluide linéaire mais dout d'éla-
sticité:

() ¢+t - Mgu + M1" + fgv?
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Dans toutes ces formules , les M et ies l\n& sont des fonctions des

invariants des tenseurs; tous les produit sont des produits matriciels.

Si l'on exprime les contraintes pour les cas du mouvement de ro-
tation imposé,la pression verticale résulte par intégration de 1'équation
hydrodynamique

1 1 22
+ = - = + = =
(18) t1:-1',r r trr I‘t 66 - trz,z p,r By

C'est ici qu'intervient la remarque que nous avons faite sur les aspects
quantitatifs de la théorie: les trois types de fluide qu'on a définis pré-
sentent une pression verticale négative (dirigée vers le haut), donc un
effet Weissenberg; encore faut-il que la forme de la surface libre du
fluide soit celle que prévoit la théorie. Je ne sais pas s'il existe dans
la nature des fluides qui satisfont de ce point de vue les conséquences
des lois de Rivlin ou d'Oldroyd ; mais les mesures qu'a faites Mme
Chezeaux sur des polyisobutZnes et sur des polystyrdnes ne s'accom-
modent pas de ces lois, et suivent au contraire avec une approximation

satisfaisante la loi «de Mme Chezeaux,

4, 3. Ces méthodes générales ont pour elles leur cohérence; mais
leur application est parfois malaisée, surtout pour l'étude de structu-
res élastiques ou viscoélastiques minces, dont les équations classiques
aux déplacements sont obtenues par des méthodes ad hoc. Aussi ren-
contre-t-on des travaux ol les hypothéses faites sur le comportement
de la matitre ne se déduisent pas d'un schéma général. Je mentionne-
rai, & titre d'exemple, le probléme des vibrations d'une poutre visco-

¢lastique présentant de 1'hystérésis, tel que 1l'a traité M. Takano (6) :
Cet auteur suppose que la loi de comportament est
2
(19) o’ = E(ae + b |e]|e),

avec des coefficients complexes a = l1+ia",b=ib" indépendants de la

pulsation . Il utilise la relation d'Euler-Bernouilli de la thérie linéaire
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; ; ; 2
classique, en y introduisant le terme en |e|” e,ce qui conduit a 1'é-

quation

2 2

(20) Y A EI'b[|w'xx] wax:]lxx
ol I et I' sont les moments du second et du quatirdme ordres de la
poutre, S la valeur constante de sa section droite, Cette équation peut
se résoudre soit par itération (que Takano pousse jusqu'au degré 1),
soit par linéarisation optimale; on peut ainsi calculer les valeurs de
la fréquence de résonance, celle de l'amortissement en régime libre,
ainsi que celles de a et de b,

Pour un certain matériau plastique dit PSA, on trouve que l‘effet;
de la non linéarité sur la fréquence de résonance est mesurable, quoi-

que faible; mais il apparalt aussi qu'une loi de constitution telle que
n-1
0’ = E(ae + b |e[ e+ cle | e)

avec n de l'ordre de 2,5 rend mieux compte des résultats.

4.4 Un type de considérations différent, mais qui peut aboutir a
des résultats voisins de ceux que fournit le choix de la loi de consti-
tution, est celui qui se fonde sur la notion de lagrangien du systéme:

on peut admettre la loi de Hooke pour les solides élastiques,

e

ij ikl
t s

sans pour autant postuler, ce qui .st tout différent,que 1'énergie élasti-
que est une forme quadratique tijeii. 2 ) 1‘équation d'éguilibre ou de
mouvement du corps est souvent déduite de cette énergie au moyen
d'un principe variationnel ( cf. remarques au n’ 1,1 supra); les contrain
tes dérivent d'un potentiel élastique qui est une fonction des eij,ou,

ce qui revient au m@me, une fonction des trois invariants indépendants

que posséde tout tenseur du second ordre; soit, si 1'on prend les inva-
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riants

20 1 =l s eded L1 ekt
(20) 1 C 8 I2 e ej P 17 ejetey
et si 1'on admet que le potentiel élastique U est analytique,

2

3
(21) U= (AI1 + Blz) + (CI1 + DI1[ + EIS)+ ......

2

(on a pas écrit de termes du premier degré, puisque leur dérivation
donnerait des contraintes en l'absence de toute déformation). Dans cette
expression, due & Léon Brillouin,la premitre parenth®se donne les ter-
mes de l'équation d'équilibre classique,la deuxidme donne les termes

du deuxiéme degré.

De nombreaux auteurs ont cherché 3 particulariser la forme géné-
rale qui préctde , de maniére & exprimer tel ou tel comportement,
"caoutchoutique" ou autre. Ils l'ont fait en recourant 4 des raisonne-
ments de physiciens qui, couchés en termes généraux, paraissent plau-
sibles, mais dont il n'est pas toujours facile de vérifier la cohérence
mathématique; aussi s'est-il élevé des discussions d'un ton inhabituel
dans les sciences exactes,et qui laissent intactes les convictions des
protagonistes. Je me contenterai d'observer que tout modéle mathéma-
tique est bon qui conduit & des résultat conformes & 1'expériénce et
qui n'entratne pas de contradiction dans un certain domaine d'applica-
tion; et qu'il est bien rare que ce domaine soit limité. Nous avens vu
un exemple de° cette situation & propos de la couche limite en hydrody-
namique,

La loi de constitution du matériau peut se déduire de U par

(22ee= TR, Al e Sl Y

la double virgule dénotant la dérivation par rapport a eij = eji; soit

(23) tij =1 Iluij + U’In 12”13. * UJI3I3“ij
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2

= (2AI + 3CI, + DI_-2(B+DI Je. ) fS..+4(B+DI Je.. +..
1 1 2 171" 7ij

2 13
en comparant cette expression &4 celle de Lamé dans le cas linéaire

(C=D=..=0), on voit que
2A=A ;B =AM

On trouvera dans l'ouvrage de L. Brillouin (1), qui date de 1938,
des développements sur 1'éffet des termes de troisidme degré de 1'é-
nergie élastique, notamment en ce qui concerne les pressions de radia-
tion. D'autre part, dans un article qui paraftra prochainement, A Car-
don (7), discute les hypotheses simplificatrices de Kauderer, et montre
qu'elles ne peuvent pas rendre compte des effets du type Kelvin ou

Poynting.
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Cinquitme lecon

5, 1. Les effets non linéaires qu'on rencontre en Elasticité ne sont
pas tous des types qu'on a analysés la dernitre fois. Un exemple célé-
bre de probléme non linéaire sui generig, qui avait déjh été traité par
Eulér dans un cas simple, est celui du flambage des pitdces minces,
c'est & dire de leur changement de configuration sous l'action de forces
dirigées de champ lorsque certaines conditions sont remplies. Une pidce
ainsi comprimée peut, en principe,toujours s'accommoder de la solition
banale (partout nulle) de l'équation de la déformée; cependant,lorsque
la charge axiale a certaines valeurs,il existe aussi une sclution non
nulle, et du fait des incessantes perturbations infinitésimales auxquelles
est soumise la pidce, c'est cette déformée non nulle qu'on observe pra-

tiquement. On dit alors que la piéce flambe.

Le cas classique est celui de la tige fixée & une extrémité z =0
et comprimée le long de 0z en z - TC . Supposons que la déformée soit
non nulle, notons v(z) son déplacement par rapport 4 la position naturel-
le 0z , et 6(z) l'angle que fait en ce point la tangente a la dé&ormée

avec 0z; on aura, f étant la poussée,

¥ = sin 6; EIB,Z = f(viw) - v(z)

>

d'ol l'eéquation différentielle en 6

(1) 61 2z + (f/El) sin 6 = 0,

Il se trouve que c'est 1'équation bien connue du pendule,dont la solution

exacte en termes d'intégrales elliptiques est

]
(f/EI)l/Zz' B JO d® (2cos 6-2cos 90)'1/2 do = K(6 ).
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On sait que les valeurs de K sont comprises entre /2 et T ,alors
que la valeur extréme de z estf: pour que BG soit reel , il faut donc

-1
que f/EI> i
D'autre part, eh termes de v, on a
(2) v (1-v 2) ‘3/2+ (f/EI})v = 0
V22 .2
dont la forme linéarisée (courbure assimilée & la dérivée seconde) est

(3) % g (f/EI)v = 0;

3

notre condition de flambage est donc que la tige "linéarisée" vibre en
quart d'onde.

Ces considérations élémentaires nous introduisent au probléme ana-
logue, mais beaucoup plus difficile, du flambage d'une plaque & deux
dimensions.

Ce probléme a été mis en équations dés 1907 ou 1910 par Fdppl
(ou par von Karman) On peut se débarrasser des coefficients de rigi-

dité en utilisant des variables convenablement réduites; il vient

(4) AAw - [w,a] =0
AN a+ [:w,w:l =g

oli a est une fonction auxiliaire (la "fonction d'Airy", dont les dérivées
secondes sont egales aux contraintes), le croche;t est l'opérateur diffe-
centiel défini par
e Y
\[ap] = 8 ¥ + u,yyv,xx -Zu.va"xy = [v,u] i 25,0
et g est une fonction donnée de x,y qui représente les forces appliquées.
Les (4) sont valables & l'interieur de la plaque (domaine D); sur le

cont;:ur FrD »n donne les contraintes normale et tangentielle
~ .
= ¢ (x,y)

84t " p (x.y); ant
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On commence par transformer le probleme au moyen de la fonction

4, solution de

x a = - & = L, = 3
AA& = g dans D; ™ é ", a $ sur FrD

en introduisant un paramdtre scalaire A qui sera utile par le suite ,
et dont on supposera qu'il intervient linéairement dans les données

ggﬂg Les (4) s'écrivent alors

(5) AA(a-A8)+[w,w] =0
AAw -)\[E W] =fa- A8 w]

avec les conditions homogénes aux limites

‘w=w =w =0; a- A2= (a- A4) = (a-M) = 0 sur FrD.
y . X LY

3 3

La forme linéarisée de ce probléme :

(6) AAw- [E,W:I = 0 dans D

w =W =W = 0 sur FrD
» X ¥

a été indiquée dés 1907 par Hadamard.
Ceci dit, rappelons que si le systéme
Au - ABu = 0
admet une solution u pour A= )\o, on dit qu'il bifurque en A= )\o

(A)

34 partir de u s'il admet deux solutions distinctes . (A) et uy
qur tendent toutes deux vers u0 lorsque A=> )\0

Or. Berger (1) démontre que les solutions du probleme non linéaire (5)ne.
peuventbifurquer & partir de la solution banale w = 0 que pour les valeurs
de A qui sont des valeurs propres du probléeme linéarisé (6); en parti-
culier,la solution banale existe seule tant que A< )\0: la plaque ne peut
pas flamber dans ces conditions. On voit que ce résultat est tout & fait

analogue & celui d'Euler.
On notera que si w est une solution non banale, -w l'est aussi:
sous une charge donnée, la plague peut flamber aussi bien vers le haut

que vers le bas si elle est horizontale, vers la droite ou vers la gau-
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che si elle est verticale.

Un point intéressant est que les solutions peuvent €tre déduites
d'un principe variationnel que Berger écrit explicitement; ce résultat
était plausible, puisque le processus du flambage a été étudié sans
supposer de dissipation d'énergie. '

Enfin, on remarquera que rien de ce qui a été dit ne suppose que
la plaque ait un contour simple, rectangulaire ou. circulaire, par exem-
ple. 11 suffit qu'il ait une régularité voulue pour que les systémes soient

bien posés.

5,2, Je vais dire maintenant quelques mots d'un probléme de méca-
nique qui est essentiallement non linéaire, mais qui se présente sous
un aspect mathématique différent de tous ceux que nous avons rencon-
trés précédemment et qui étaient régis par des equatiofxs différentielles
aux dérivées partielles ou ordinaires: c'est le probleme de la fatigue

des métaux.

Le mot"fatigue" est entré dans l'usage pour désigner la modifica-
tion des propriétés mécaniques des matériaux qui ont été soumis a
des contraintes prolongées. Ce terme n'est peut-8tre pas trés heureux,
et nous aurions préféré parler de vieillissement. Quoiqu'il en soit, on
sait que cette fatigue finit par amener une rupture de pidces mécani-
ques pour des régimes ol elles devraient’ pouvoir fonctionner sans dan-
ger d'aprés la résistance des matériaux,et c'est 14 une pierre d'achop-
pement pour la mécanique théorique. Les explications qu'on donne géné-
ralement de la rupture par fatigue reposent sur des considérations de
microstructure et de statistique, qui sont étrangbtres &4 l'esprit de la
meécanique des milieux continus;pour combler cet hiatus choquant entre
la fagon de calculer la déformée ou la fréquence propre d'une .pidce
et les conditions dans lesquelles elle casse, (phénoménes que l'on obser-
ve pourtant dans une méme suite d'expériences), il est nécessair;'e de

compléter les lois de la mécanique des milieux continus par des énon-
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cés convenables, s'appuyant sur le type de considérations homogeéne
4 1a théorie classique. Le mécanicien ne peut pas se permettre de
renoncer 2 expliquer en termes des variables d'état qui lui sont fami-
lidres un phénomeéne qui reldve de l'effet des contraintes sur la mati&-

re, donc de la mécanique.

Ceci ne signifie nullement que les microscopistes ont tort d'étu-
dier les dislocations et la fagon dont naissent et se propagent les fis-
sures dans un matériau; mais il s'agit d'un éclairage tout différent de
celui du mécanicien, & un autre niveau, et qui peut renseigner trés
utilement sur la raison pour laquelle tel paramétre que nous acceptons
comme une donnée prend dans tel cas la valeur qu'on est amené & lui

attribuer.

Le rdle du mécanicien est de rendre compte de tous les phénome-
nes qui intéressent les variables d'état dont 1'évolution explique le com-
portement sous contrainte d'un corps. S'agissant d'une pidce en vibra-
tion , et particulierement d'une piéce métallique, nous possédons un corps
de doctrine trés riche,qui est la théorie del'élasticité, dont la visco-
élasticité et la plasto-élasticité ne sont que des prolongements-ét ‘des
retouches, et dont l'expression pratique est appelée la Résistance des
matériaux. Suivant cette théorie , une pitce mince telle qu'une tige ou
une plaque étroite peut €tre traitée comme un ensemble de points dont

1'état naturel est le segment
{x DX € [0,1]}

et dont 1'état contraint est défi{l}_ par une fonction y(x,t), qui est solu-
tion d'une équation aux dérivées partielles dans laquelle figurent des
coefficients caractérisant le matériau et des fonctions f(x,t) caractéri-
sant les contraintes extérieures. Il est admis de plus que la rupture
se produira si telle fonctionnelle de y dépasse une certaine borne:on

verra plus loin comment généraliser cette deuxidme loi.
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Les principes qui ont permis d'établir 1'équation d'évolution de la
tige permettent de construire un vaste ensemble de lois d'évolution
pour divers corps élastiques, minces ou non, ensemble que l'expérience
vérifie fort bien,de sorte qu'il serait catastrophique d'avoir & abandon-

ner la théorie de 1'"¢lasticité.

Or, dans son état actuel, cette théorie ne prévoit pas de rupture par
fatigue, et la notion m&me de fatigue lui est étrangere, puisque la solution
d'une équation différentielle, qu'elle soit 4 une ou plusieurs variables, ne
dépend, pour tout 1l'avenir, que de 1'état présent observé(ou & la rigueur de
la mince tranche de passé nécessaire i la construction des dérivées tempo-

relles). Ainsi sous peine d'avoir & renoncer & un corps de doctrine imposant
et fécond, nous sommes obligés de retoucher les lois d'évolution de sy-

sttmes tels que la tige vibrante, sans quitter le cadre général de ce
corps de doctrine, de maniére a y inclure , a titre de raffinement ou
de perturbation, un effet de vieillissement apte & rendre compte dans

le détail du phénomene de rupture par fatigue.

Je me suis longuement étendu ailleurs (2), sur les classes possibles
de tels systémes, et montré notamment que le vi.eillissement était une
propri€té caractéristique des systémes héréditaires, dont la loi d'évolu-
tion comprenait une fonctionnelle des états passés depuis la naissance
du systéme jusqu'ad 1'instant présent d'observation. Dans le cas qui nous
occupe, les effets du vieillissement sont latents jusqu'a un état ol brus-
quement 1'évolution observable change de nature:en fait, ce changement se tra-
duit par une destruction du systéme. Il s'agit donc,dans ia ierminologie
de l'ouvrage cité, d'un "systéme déferlant" , et les états ol se produit
la rupture forment,dans 1'éspace de représentation, une multiplicité fron-
tigre.

Il n'y a 14 rien dequalitativement neuf au regard de la Résistance des
matériaux, puisque celle-ci adjoint & la loi d'évelution contrainte-défor-

mation tirée de la théorie de 1'élasticité une condition de rupture, suivant
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laquelle la contrainte ne doit pas atteindre une certaine borne, sous
peine de destruction du systéme: on avait donc déji affaire, dans la
Résistance des matériaux classique, & un systdtme déferlant dont le perpé-
tué était un systéme dynamique; la frontizre de déferlemént avait une
signification particulierement simple, mais cela ne change rien au principe.
Par rapport &4 cet état de choses,la fatigue introduit deux modifications:
d'une part la frontidre de déferlement comprend désormais deux régi-
mes. qui correspondent respectivement a la rTupture par contrainte exces-
sive et 4 la rupture par fatigue; de 1l'autre ,la- loi d'évolutirn comporte
un terme correctif des états passés, et dont 1'effet est latent tant que
l'affixe n'a pas atteint la frontidre.

Pour voir comment ces modifications se traduisent dans les équa-
tions du mouvement, il sera plu_s instructif de considérer un probleéme
mathématiquement simple, qui correspond d'ailleurs assez exactement
aux "essais de fatigue"usuels:nous supposerons donc qu'une pi2ce mécanique
(qui‘ pourra &tre une tige,une plaque, ou toute autre structure mécanicue)ait
l'une de ses extrémités li¢e, encastrée par exemple, et 1'autre assujettie
4 vibrer harmoniquement dans le temps le long d'une courbe plane;
1'état du systéme & tout instant estentidrement defini par les variations
de l'abcisse x de l'extrémité vibrante,de la connaissance de x découle
celle des contraintes; on connalt donc, pour un systeine sans fatigue, les

conditions de rupture par contrainte excessive. La loi d'évolution du perpeé-

fue est

2
X+ax =0
soit encore, sous la forme usuelle,

. .

k=y §eax
les trajectoires sont des ellipses concentriques dans le plan (x,y).
D'autre part, la plus grande des contraintes dans la pikce peut €tre
calculée & partir de 1'équation de la déformée de celle -ci, c'est une
fonction S(x) qui ne dépend que de la position x de l'extrémité. I1 y aura

rupture par contrainte excessive (rupture de charge) si S(x) atteint une
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ure S1 qui ne dépend que de la constitution de la pitce.
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Voyons maintenant quels sont les aménagements minimaux qu'il
faut apporter & la formulation mathématique du systéime pour rendre
compte du phénoméne de rupture par fatigue:

1) Il faudra .introduire une fonctionnelle yui exprime le vieillis-
sement du systéme; la forme la plus simple d'une telle fonctionnelle
est une intégrale, prise entre 0 et t, d'une fonction convenable de x,y

(que nous chercherons & préciser ultérieurement),

(7) z = jt H [x@), ytn] dt
\ o
plus généralement
(8) 2= F [Hx) v t,t]
ft=0"

et si 1'on suppose la fonctionnelle normale au sens de Fréchet et régu-

lizre,
t t ot
9 =z =J' H (t")dt' + j f H(t)H(t") dt'dt" + ...
0 o Jo

2 ) L'observation ne permettant pas de déceler le vieillissement
jusq'a ce que la rupture se produise,les trajectoires sont décrites sur
des cylindres droits d'axe parallele & 0z; ce qu'on observe ; ce sont
leurs ombres portées sur x0y. On a donc des équations du mouvement
du type

x=y:¥-= ..azx: z = H(x,y)

3 ) Les essais de rupture permettent d'établir une correspondance
entre le nombre de flexions dlternées ou de tours N sur l'ellipse dans
x0y et la contrainte maximale pour laquelle se produit la rupture; on
trace habituellement la "courbe de Wohler" S=S(N). (En fait, chaque
point de rupture consemme une éprouvette; le matériau n'ayant pas des
propriétés rigoureusement invariables, on obtient un nuage de points
éxpérimentaux, & travers lesquels on fait passer au mieux la courbe

de Wohler). La correspondance observée est biunivoque, et nous pour-
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rons écrire, de préférence,

N =N (8),

soit encore en vertu de ce qui a été dit sur S,

N = ﬁ (x).

Mais N = at/27, de sorte que sa connaissance détermine z pour une

évolution donnée:

. :]2 TN (x)/a H [x(t').y(t')] dt' = Z(x)
0 .

Le lieu des points de l'espace de représentation ol se produit la rupture

est donc la surface

§ = {x,y,z : z=E(g)}

Nous savons que pour z=0 cette surface coupe le plan xOy le long de la
droite S(x) = S1 ; d'autre part, l'expérience montre que' la rupturé par
fatigue ne se produit jamais lorsque S(x) est inférieure A une borne So’
de sorte que la surface § tend asymptotiquement & se confondre, pour
les z trés grands, avec le plan S(x) = SO. Pour les valeurs intermeédiai-
res, z = Z(x),de sorte que les choses se présentent de la facqn repré-
sentée sur Fig. 1.

Nous avons supposé que l'expérience de vieillissement se poursui-
vait & un régime immuable jusqu'ad la rupture de la pizce,laquelle sur-
venait au bout de N périodes. Si on arrétait le processus au bout de n
périodes seulement, on aurait un vieillissement latent (non atccessible

-

4 l'expérience) fonction de n/N:

z = f (n/N).
On est porté a faire, sur ce vieillissement partiel, une hypoth&se qui
semble raisonnable, en premitre approximation; c'est qu'il persiste

lorsque la pikce est laissée au repos, au moins si ce repos n'est pas

trop prolongé. A l'appui de cette hypothese,on citera la constatation
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que si l'expérience reprend au méme régime,la rupture survient au
bout de (N-n) périodes de la deuxiéme phase. Par rapport & la formu-
lation mathématique que nous avons proposée précédemment, 1'hypothe-
se revient 4 dire que la fonction H est nulle dans tout intervalle ol
l'affixe est immobile,

Que se passe-t-il en régime varié, c'est-a-dire lorsque la pikce
est soumise a4 une certaine contrainte (pour laquelle la rupture survien-

drait au bout de N périodes) pendant n, périodes, puis & une autre,

1 1
pour laquelle N = N2 , pendant n, périodes, et ainsi de suite? Si le
vieillissement a été correctement représenté par l'intégrale que nous
avons suggérée, les effets des différentes phases de l'expérience doivent

s'ajouter les uns aux autres,de sorte que le vieillissement total sera
(10) z= LT /N

c'est ce que représente , pour deux phases, la fig. 2. Nous avons écrit
fi pour tenir compte du fait que divers facteul;'-'s auront pu €tre modifiés
d'une phase & l'autre, comme la pulsation de la contrainte, par exemple;
lorsque seule 1'amplitude de fluctuation change,lesv différents termes de

la somme seront tous dérivés de la m&me fonction, soit

z = 3 £ n/N) ;
toutefois, cette forme simplifiée ne peut &tre acceptée que comme une
premiére approximation:elle implique, en effet, que 1l'intervision de 1'ordre
chronologique des phases ne modifie pas le vieillissement résultant, et nous
verrons plus loin que ceci est contredit par 1'experience"
Si l'on admet la formule précédente, 1'hypotheése la plus simple que

l'on pusse faire sur f est de la supposer linéaire,
f(ni/Ni) = Zni/N1

ol Z est un facteur constant; pour une phase unique, la condition de

rupture est alors z = Z, et en régime varié elle sera
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(11) Z(ni/Ni) =1,

C'est la formule bien connue de Miner, dont on voit ici quelles
sont les implications et les présupposés théoriques: pour un régime
immuable, z serait proportionnel & n,donc & t, et par conséquent sa
dérivée temporelle H il serait constante; 1'hypothtse de linéarité que
fait Miner équivaut donc au postulat que le matériau me vieillit que
par l'effet de la durée de son évolution, sans égard aux caractéristi-
ques de celle - ci. C'est une supposition qu'il parait difficile d'accepter.

La repousser pour des raisons aussi heuristiques peut cependant
ne pas paraltre convaincant; il faut donc voir comment 1'expérience
s'accommode de la loi de Miner. C'est ce qui a été fait par divers
auteurs, et notamment par Kommers en 1945; nous avons repris ces
expériences avec la précieuse collaboration de G. Corsain, pour obtenir
toutes les données qui nous étaient nécessaires i 1'établissement d'une

théorie.

Le vieillissement étant inaccessible & 1l'observation tant qu'il n'y
a pas rupture,il faut se placer dans les circonstances de destruction

aprés un régime varié: alors suivant Miner,

Z(ni/Ni) =1,
Dans le cas le plus simple ol il n'y a que deux phases, la relation li-

néaire
(12) (n,/N)) + (ny/Ny) = 1

est représentée, dans le plan, par une droite M (Fig. 3). Nous avons
opéré sur des éprouvettes en tble de Fer de 65x20x2mm3, dont une
extrémité était encastrée et dont l'autre était soumise & un déplacement
alternatif de fréquence 12,5 Hz; 1'amplitude de ce déplacement était ré-
glable; on a adopté quatre amplitudes, & quoi correspondent, en régime
immuable, les nombres de tours a la rupture 1760; 3840;7860;30910. Les

essais en régime varié consistaient & exécuter un nombre de tours fixé
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4 l'avance sous.une premigre amplitude, puis a aller jusq'a la ruptu-
re sous une deuxidme amplitude; on recommengait ensuite en inversant
l'ordre des amplitudes: on faisait d'abord, sous la deuxiéme amplitude
du premier essai, le nombre de tours qui avait amené la rupture, puis

on poussait jusqu'ad la rupture sous la premigre amplitude.

Les expériences (dont les résultats seront comparés plus loin aux
prévisions de la théorie qui aura été proposée) permettent de dégager

les deux faits suivants, qui sont patents :

1) la relation entre le premier nombre de tours et le seconde
n'est pas linéaire ;

2) il y a non-commutativité des phases, en ce sens que l'ordre
chronologique de leurs succession a un effet notable. Ces deux consta-

tations ont déja été faites par Kommers.

Nous allons maintenant chercher laloi héréditaire la plus simple
qui puisse rendre compte de nos deux constatations, tout en étant plau-
sible du point de vue physique. Il n'y a pas lieu de chercher un accord
quantitatif parfait, car les résultats expérimentaux sont incertains: en
effet, chaque point de mesure concerne une éprouvette différente, puis-
que l'essai est destructif; elles ont beau étre prises sur une méme td-
le supposée homogene, la dispersion est assez grande, et il faudrait
procéder 4 de trds nombreux essais-Les points expérimentaux que nous
avons obtenus sont chacun la moyenne arithmétique de 50 essais, ce

qui n'est pas encore bien satisfaisant.

Supposons donc que la rupture survienne au vout de n, tours sous
un certain régime, suivis de n2 tours sous un autre; soient respective-
ment N1 et N2 les' nombres de tours qui aménent la rupture pour cha-
cun des régimes successifs: la forme non linéaire la plus simple que

l'on puisse essayer pour la loi du vieillissement est quadratique homo-

cine
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_ 2 2
(13) 1 = a(Nl)n1 + b(Nz)n2 + C(Nl’Nz)nan

avec d'ailleurs évidemment a = 1/1\112 et b= 1/N22. La courbe repré-
sentative est un arc de parabole qui passe par les deux points fixes
(O,N2) et (NI,O),et dont la concavité est tournée vers l'un ou vers
l'autre axe suivant que ¢ X 2 ( cet arc se réduit a une droite pour
c = 2). Pour.que le phénpomeéne soit non-commutatif,il suffit que
c(Nl,Nz) =+ C(Nz’Nl)'

Une forme plus élaborée serait

(14) 1 = an 3 + bn 3 + c(n1 + n2) nn

1 2 2

avec c(Nl,Nz) == C(NZ’Nl) ; les courbes (n ,nz) seraient alors des

arcs de cubique que l'on assujettirait a passe:‘ par les points fixes
(G,Nl) et (N2,O).

Comment aboutir & une telle loi & partir d'hypothese plausibles?

I1 est naturel,si l'on se place dans l'optique héréditaire,de supposer
que la grandeur emmegasinée dans la mémoire est de la nature d'une
énergie; elle serait donc constante par tour pour un régime immuable,
ou prendrait des valeurs constantes dans un régime a marches d'esca-

lier. Si l'on suppose que le vieillissement est représenté par une fonc-

tionnelle linéaire,on aurait

rz =jt Hds
o

et dans un régime a4 deux marches d'escalier
ny n, +n
(15) z1 = fo Hlds +/n}_ szs Hlnl + Hzn2 :
Cette expression ne convient pas, car elle est & la fois linéaire et
symétrique.
Supposons maintenant qu'il y ait un terme d'interaction entre le

Mrieilli i 3 " - i
vieillissement primaire Z, & tout instant et des 2, relatifs a une
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courte tranche de passé :

t
(16) z, = j zl(s) [S zl(s')ds'ds
o . s-h
dans un régime a4 deux marches d'escalier, on aura, en supposant h

suffisamment petit pour que les termes en h2 puissen &tre négligés

H12 ? Hg“32
(17) z=2 +z, = Hn +H22+h————+a—--——+
2 2 2
+ H1 n1 n2 + H1H2n1n2
ou encore, en posant By & le,nz = yNz,
th],N? 3 hHg Ng 3, hrn2
+ +
(18) =z Hle +H N2y 3 X 3 y+hH1 lNx v+
2 2
+ hH1H2N1 Nzxy

La courbe (x,y) est un arc de cubique

ui doit passer par les points
(0,1) et (1,0)

, d'oti les conditions

thNal i hH: Ng
= _— . = + —= =
(19) 1=HN + ; 1= H,N,
Nous ferons encore, pour ne pas com'pliquer les calculs, 1'hypothe-
se simplificatrice
BN, >> 25 (= 1,2)
* N

i
le vieillissement se réduit alors 3 Zy, et prend la forme i la rupture

(20) 1= x3+y3+31fy (Ax+WAy) ; A= N,/ Ny

Les figures montrent que ce modeéle sommaire décrit assez bien
les résultats quantitatifs de nos expériences; dans leur état actuel, ol
chaque point relevé représente la moyenne de 50 essais seulement

, 11
ne semble pas utile de perfectionner le modéle pour l'ajuster davantage
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L'extension & un régime i trois marches d'escalier est facile, mais

nous n'y

nos résultats expérimentaux sont encore moins nombreux

insisterons donc pas ici.
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Sixitme legon
6, 1. Les équations dont nous nous sommes pccupés jusqu'ici se de-

duisaient assez directement des lois générales régissant la physique ma-
thématique, et avaient en conséquence des formes simples,.qui reflétaient
la simplicité des lois, Mais on a aussi étudié de trés nombreux problémes
particuliers, & partir d'hypothéses ad hoc et grice & des simplifications
successives en cours de route: les équations correspondantes ont souvent

un aspect compliqué et & premiére vue inextricable.

Cependant, on s'apergoit qu'une grande variété de systtmes aboutis-
sent & une classe d'équations &4 termes polynomiaux, qui a fait notamment
l'objet de travaux de J. Argémi (1): il s'agit de la classe définie per les

équations

(1) X=X (xy; y = Y_(x,y)

et plus généralement

@) &=X X Yy Yy +Y )

ob les X,Y sont des polyndmes homogénes dont l'indice indique le degre,
et ol m>n, p>n, g>n. Ces systtmes sont justiciables de méthodes
générales qui permettent de déterminer le portrait topologique des famil-

les de solutions, du moins au voisinage de 1l'origine

6, 1. Nous avons rencontré, dans 1'étude de la couche limite et des

points de stagnation (§3,2) 1'équation
(3) o st 4 AN(L-02) =0

que l'on peut écrire sous la forme dun systéme du premier ordre
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(3 . f"+ g; g' =h; h'=fh - }\(l-gz)
l'une dee régions que Coppel distingue pour la discus$ion est définie
par

(4) f<0; g<1; h<0; h'>0,

Nous allons transformer (3) dans ce domaine de variation de f,g,h,h'.

Si l'on pose

df/dx = z(f)
(3) devient
2
(5) 22" + 2% + fz0 = A e :
. 2 t : g i
puis en posant z = uf et |f|= e (t croissant indéfiniment lorsque
f décroit indéfiniment),
i . ol . 4t
(6) U+ Ta+ 6u+dfu+i/u+2-X =-Afue

dans la région désormais délimitée par

-2t

(7) W e ;0 - 2u;u (-2)u - /ue4t

4 :
lorsque )\/ue t——) 0, les solutions du systdme tendent vers celles de

(6) réduite & son premier membre, c'est & dire vers celles du systéme

(8) u=v;v=A-2-6u-Tv-v(l-v)/u

t
ou enfin,en prenant une nouvelle variable indépendanteT= -jo dt/u,

(9) u o= -uv; v = (2-)\)u+v+6u2+7uv+vz; u<0, 0<A<2

C'est un systémedu type (2).

6, 2. Le probldme de 1l*équilibre convectif d'une boule gazeuse a préoc-

cupé de trés nombreux auteurs, 2 commencer par Lane (1870) (voir (2)).
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On considére une boule de gaz parfait, en gravitation stationnaire sous
1'influence d'une pression hydrodynamique et d'une pression de radia-
tion, et rayonnant un.certain débit d'énergie. Le probléme se met en é-

quations compte tenu de la symétrie sphérique:

(10) dp/dr = -G.pl\/l(r)r'2 ; dM/dr = 4wp r2;
r-zd/dr ( %2_ dp/dr) = 4W PG

4 quoi s'ajoutent les relations d'état. Emden (1907) postule que la rela-
tion entre p et [4 est celle des changements "polytropes" plutdt que cel-
le des changements adiabatiques, c'est & dire que l'on a

c_-c

e Egpiz# (ne se réduit & Xque sic=40)

v
De plus, la relation entre P et la température réduite @ est supposée
étre

p=A6" n- L (-1)

d'ou finalement

(11) 5 < (n+1)/n

En portant p dans l'équation de Poisson précédente,et en prenant la

variable réduite

(12) £-r| 2t K)\-lf?-] 42

il vient 1'équation de Lane-Emden

1 _‘ig(gz 92_)4.3“:0_

*%?2 d§ d¥

Cette équation se raméne & un systéme du premier ordre en prenant

(13)

les variables de Milne (_1932)

(14) u = gen ga; vEo- a‘l@/s

ce qui donne
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1

(15) u u2 + nuv - 3u

. 2
vV=euva-v +v

équation du type (2). Le cas n = 3 est critique au sens du théoréme
de Poincaré, et la-nature de la singularité & 1l'origine dépend des ter-
mes non linéaires Nous renverrons au Mémoire de Lefranc et Mawhin

(3) pour la discussion complete.

6, 3. Dans la théorie de la lutte pour la vie, ol V. Volterra et U.
d'Ancona ont défriché le terrain, en écrit généralement que la varia-
tion relative d'une population est une fonction donnée des deux popula-

tions en compétition:
(16) x/x = X(x,3); y/y = Y(x,¥)

Ceci suppose les populations assez nombreuses pour que les fluctua-
tions aléatoires soient négligeables, donc que l'on se trouve loin de
l'origine; or, c'est 1l'origine que nous trouverons comme point singu-
lier.

I1 y a 1a une difficulté,

Les conditions que doivent satisfaire X et Y dépendent du proble-
me : coexistence proie et prédateur, ou concurrence pour obtenir une
nourriture dont la quantité est limitée, ou enfin symbiose. Une mise au
point récente due &4 A. Ro§cigno et J. W. Richardson (4) donne les con-
ditions suivantes pour le cas du couple proie (x) et prédateur (y):

pour la proie, x decroft lorsque y croit : dX/dy < 0;

a x/y constant, les renconires sont d'autant plus fréquentes

que y est plus grand: dX/dS <U le long d'un rayon vecteur S;

si x et y sont petits, x croft: X(0, 0)>0;

siy> ¥ la proie ne peut se multiplier: X(O,yo) = 0;

si x>xo, la multiplication est impossible méme en l'abs.ence

de prédateurs :X(xO,O) = 0.
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quant au prédateur, ou trouve de méme les conditions

dY/dy < 0; dY/ds > 0;

et 3x1< X, :Y(xl,O) = 0,

On peut écrire des conditions analogues pour les deux autres pro-
blémes .

Cette formulation permet une discussion suivant les meéthodes clas-
siques, Outre l'objection que nous avons faite au sujet du voisinage
de l'origine, il paralt difficile de dire jusqu'a quel point elle est ac-
ceptable; des hypothéses différentes apparaissent comme tout aussi
plausible, Ainsi, Maravall (5) postule que la mortalité de la proie croft
comme le nombre des rencontres,donc comme le produit xy, alors
que la mortalité du prédateur est proportionnelle & la difficulté de
rencontrer la proie, soit & y/x: il écrit donc

(17 x = ax - bxy
¥ = oy~ dy/x
d'oll 1'équation différentielle des trajectoires, du type (2),

2
dx_ ax®oibxly

(18)
dy cxy - dy

6, 4. L'etude des oscillations dans les réseaux hydrauliques & chemi-
née d'équilibre est essenti.ellement un problédme non linéaire & cause
des pertes de charge par frottement dans les tuyaux, qui sont au
moins une fonctions parabolique de la vitesse. Considérons de plus
avec Binnie (6) le cas d'une cheminée 4 section variable,inversement
proportionnelle & la cote h: lors d'une fermeture brusque des vannes,

on aura dans la cheminée une hauteur d'eau

(19) "h=D - sz - 1Lv/g

(D diameétre et L longueur de la conduite); et 1'équation de continuité
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(20) -~ av = (c/h) h.

d'olr finalement

.a «2
(21) h+ mh /h = Mh-D-h

avec m = (Kecgf/al)-1; M =ag/cL. C'est une équation 2 point singulier
multiple, qui se raméne au systéme
dx dy - dt

(22) = = _ooat
xy -py° + qx2 (r-x) =

du type (2), en écrivant x pour h et y pour x. Nous reviendrons sur

la discussion de ce systdme.

6, 5. Considérons enfin un exemple tiré de la théorie de la comman-
de (7): soit un oscillateur soumis & un asservissement fonction de 1'é-
cart x - entre l'état observé et 1'état désiré; la forme non linéaire la
plus simple que puisse prendre la force de rappel est celle ol la dé-
rivée seconde de 1'écart est limitée. A.J. Lerner donne alors de cette

force 1'expression

k|x| L2 sgn  x

d'ou 1'équation difféerentielle

(23) ¥ +'% + Ixilj2 sgn x = 0

apres élemination des coefficients numériques grace a4 un choix conve-
ﬁable d'unités pour les variables. Argémi transforme cette équation en
posant x = y , puis x1/2 =upour x 2 0 ( on remarquera que les
trajectoires sont symeétriques par rapport a l'origine dans le plan x,y).
D'ol

y dy -
U =0
(24) —— +y+u

ou encore, dans le demi plan u > 0, le systéme
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(25) 7 u =y ¥ = -2uluty)

qui est du type (2)

6, 6. Nous avons, je pense, donné suffisamment d'exemples va-
riés pour mon;trer que le type d”équations considéré intervient, directe-
ment ou apreés transformation convenable, dans de nombreux problémes
d'origines tres diverses. Je vais maintenant dire trés briévement comment
J. Argémi les tra'ite,r étant bien entendu que sa méthode n'e.st pas la
seule possible, et que notamment c'est celle de Keil (8), qui s'appuie
sur la considération des isoclines, qui a généralement été utilisée pour

résoudre les problémes en question.

Considérons d'abord le cas du systéme homogéne
! =
(1) dx/dy = X_(x,y)/Y_(x,y)
L'idée directrice est d'étudier le systéme par la transformation
(x,y) —> (x, A =y/x)

qui donne

(26) dx/dN = xX (1, N)/F(1, A )= xG(N),
ou F( >\ ) = Ym (%, >\) -)\Xm (1, )\). La solution s'écrit sous forme
paramétrique A
[ G () deX
0
x (M) =Ce Loy (A= Ax.

La discussion de la singularité & l'origine tourne autour des zéros de
F: s'il n'y en a point de réels, on a affaire i un centre ou & un foyer.
0 sera un centre si et seulement si

o
I f G(X)deX = 0 ;

el

si I==0 , le déroulement des trajectoires se fera dans le sens
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direct ou inverse suivant que I sera positif ou négatif. Si F a des zéros
réels distincts, il leur correspond des trajectoires rectilignes dans
(x,y); il s'agit de s%voir si le secteur délimité par deux telles trajectoi-
res successives est elliptique, parabolique ou hyperbolique. Or les pro-
priétés des trajectoires sont les mémes dans le plan originel et dans
le plan (x, A) ol les points singuliers sont répartis le long de x = 0

et non confondus, ce qui rend leur étude facile. Quelle que soit la mul-

tiplicité du zéro )\i, on aura affaire

g _ ' +
5 un noeud si  P(X) = X_(1, N)F'y _ 50 B pour A A

a4 un col si P(}.i) <0 ou P20" pour A-))Ll

4 un noeud-col si P s'annule en changeant de signe lorsque

A> )
1
I1 n'y a pas d'autres possibilités que ces trois-la.

Les signes que prend P(A) lorsque A tend vers un )\i par valeurs
supérieures ou inférieures déterminent la nature des secteurs:ellipti-
ques si ++, hyperboliques si --,paraboliques & gauche ou a droité si+-
ou -+ (le plan x,\ est supposé orienté dans le sens des A croissants).
Si 1'on examine,les uns aprés les autres les points singuliers répartis
sur la droite projective en s'eéloignant de l'origine, deux noeuds consé-
cutifs donnent naissance & deux secteurs elliptiques, deux cols consécu-
tifs & deux secteurs hyperboliques, un noeud suivi d'un col ou un col
suivi d'un noeud -- & deux secteurs paraboliques. La situation se com-.
plique un peu dané le cas des noeuds-cols: si deux tels points se %ui-
vent en se présentant leurs cOtes noeud, les secteurs seront ellip:ciques;
s'ils se présentent leurs c8tés col, ils seront hyperboliques; si les c¢8-
tés sont -de natures contraires, ou si un noeud-col est suivi par un noeud

ou par un col, les secteurs sont paraboliques.

Le nombre total des secteurs elliptiques (E), hyperboliques (H) et
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paraboliques (P) ne saurait dépasser 2m+2 (théorie de Bendixson); on
peut monirer que E < 2m-2, et que P< 2m si m est pair, et < 2m+2
si m est impair; il est aisé de voir que si E atteint sa borne,H = 0

et P = 4; si inversement H = 2m+2, E = 0,

Une discussion analogue peut &tre faite pour la singularité a 1'in-
fini, en faisant une inversion de puissance 1 par rapport a l'origine;
les résultats sont analogues aux précédents, en transposant les secteurs

elliptiques et hyperboliques.

Le systéme (2) que nous avons écrit au début de cette legon peut
€tre considéré comme un perturbé du systéme homogéne que l'on vient

d'examiner. Pour plus de simplicité , considerons le cas particulier
2! ; ¥ x ;-3
= + . =
(2" X = ¥ - x.¥)sy - Y (%)

ol X,Y sont des formes homogénes & coefficients réels. Nous passe-

rons ici encore au plan (x,)\), ce qui donnera le systeéme

(27) X = Ax+ mexm (N); % i My Exn'lYn()\) +
m-1
+ Zx Xm()\)

o X (X), Y(\) est une écriture abrégée pour X(1,N), Y(1,\). On vé-
rifie {(par une transformation analogue & la précédente) que ce systéme
est régulier en x = 0, I)\] = o, il suffit donc d'étudier son portrait
topologique au voisinage de l'origine.

Or ce portrait est le m&me que celui du systéimeréduit 3 ses ter-

mes des premier et deuxiéme ordre, soit

(28) x= Ax + ax2
A= A2 + bx + (c-a) )\x + cbcz

ot 1'on a écrit, pour abréger, a pour Xz(O), b pour Yz(G), c pbur Y;(O)
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et d pour Y3(0). La discussion est particulidrment simple lorsque
b == 0: on passe alors au plan ( )\,/L) en posant x = X/u., ce qui don-
ne

T +.b)\/u.+ (c-a) )\2/4- + d)\zﬁ-z

fu= 2>\;ul- b/u\? -(c-2a))\/w2 Py

Le portrait .au voisinage de l'origine de ce systdme est, & son tour,
celui du systéme réduit

(29) A= A(bm-X)
Je= M (2X-bp)
pour lequel on obtient un col, avec les directions asymptotiques des
deux axes et la droite de pente /U-/)\ = 3/2b. En revenant au plan
(x,A\) le portrait est celui de la deuxi%me'figure, et enfin dan_s le
plan (x,y) llorigine est un point de reb-nussement; il y a deux secteurs

hyperboliques et E = P =0

X
La
'

A S

Nous avons pris b > 0, mais on remarque que le systéme ne change

N

pas lorsqu'on fait la transformation (b,k,t) —» (-b, - )\,-t). Les va-
leurs des constantes a,c,d. ne jouent pas de rdle dans la détermina-

tion du portrait topologique.

IL.e cas b = 0 est beaucoup plus compliqué. Si d = ac. X et Y ad-
mettent un diviseur commun, ce qui présente de grosses difficultés.
Di d = ac, on peut, comme tout & 1l'heure, se borner & examiner le

systéme réduit & ses termes d'ordres 1 et 2, mais il y a divers cas’
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subordonnés qui dépendent de la nature des directions propres. Nous
nous contenterons de résumer les résultats de 1la discussion d'Argémi

( A est le discriminant de 1'équation aux directions propres) :

H E P
d>ac :4 0 0
L >
4. d <ac; c-2a>0:1 1 2
A=0, .., :1. 1 0
Al . :0 0 0 Il'origine est un centre

ou un foyer la discrimination entre centre et foyer en est général diffi-

cile.

6, 7. A titre d'illustration , reprenons l'équation de Binnie concernant

les cheminées d'équilibre, que nous récrirons

(30) dx/dy = dy/ [-py2 +qx2 (r-x)] = dt/x :

il y a deux points singuliers, (0,0) et (r,0). En ce dernier, le jacobien
vaut
y X ~ 0 r

-3qx2+2qxr -2xy _q;-z 0

de sorte que le produit des valeurs propres est positif, leur somme nul-
le: la singularité ne peut &tre qu'un centre ou un foyer, et par raison

de symeétrie elle est un centre.

Quant a l'origine, il faut considérer dans son voisinage le systéme

réduit

(31) Jx/dy = dy/ (Grx> - ay2),

pour lequel



- 393 -

Th. Vogel

(32) F(A) = —)\2 (1+p) + qr

Les dewx directions propres sont + (qr/1+p)1/2,et XF':-2(1+p))\2
est négatif (rappelons-nous que p,q,r sont positifs de par leurs signi-
fications physiques). L'origine est donc un col multiple. Dans le demi-
plan x<o, il y a trois secteurs hyperboliques sans particularités (qui
ne présentent d'ailleurs pas d'intérét, la hauteur d'eau x dans la che-
minée étant positive); dans le demi-plan de droite,la présence du cen-
tre en (r,0) modifie 1'aspect des secteurs sans qu'ils cessent d'etre
hyperboliques par rapport & l'origine: les deux demi-séparatrices for-
ment une boucle enfermant le centre et les trajectoires fermées qui
l'entourent; quant aux deux secteurs hyperboliques qui admettent pour
frontizre 1'axe des y, ils se fondent en un seul. Suivons une trajectoi-
re qui part de y trés grand, x tres petit: sa pente dy/dx croit jusqu'a

0, valeur qu'elle atteint pour

puis elle décroit denouveau jusqu'a - o & son point. d'intersection avec
l'axe des x, croit jusqu'a 0 et décroit jusqu'a - o symétriquement a

son premier demi-parcours. On a donc le portrait suivant, avec une ré-
gion de solutions périodiques et une région ol se produit quelque chose

comme une onde solitaire :

J
A

Pour terminer, examinons & la lumikre de ce qui précede 1'équa-
tion de Lerner

(25) u=y; y = -2u(u+y); u

v
=
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Elle est du type que nous avons discuté, avec b =3= 0; mais la limi-
tation sur le signe de y introduit une petite complication: il nous fau-
dra mutiler la famille de trajectoires x,y en la limitant & un demi-plan,
et lui accoler, dans l'autre demi-plan, sa symétrique. On n'aura donc,
de part et d'autre de l'axe des y ,que les arcs qui contournent l'ori-

gine. D'autre part, un tel arc est parabolique y = bx2, soit

2
u o+ 3y2/4 = const,

et la valeur de la constante est négative , puisqu'elle est -Suy2 : de
sorte que l'arc issu d'un point de l'axe des y recoupe cet axe plus
prés de l'origine, se recolle ainsi & un arc plus petit, et ainsi de
suite : 0 est donc un foyér (d'ailleurs il n'y a pas de tangente réelle
4 l'origine). Cette conclusion est conforme a celle de Sansone (Lerner,

lui, avait cru trouver un noeud).



(1)

(2)
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